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序 言 


在 数学 的 教 党 和 研究 中 ， 经 常 需要 用 反例 来 说 明基 个 命题 不 
fl. 而 绝 人 大 多 数 的 数学 书籍 ， 主要 足 致 力士 让 明 在 某 些 条 件 下 革 
-后 论 是 真 ， 们 很 少 谈 到 在 另 一 些 条 件 下 基 FAO Eo ai E 
SUR AY. BDAY ok ue A Re te BS A AY ERD, 这 不 利于 学 习 的 
KA AE. 比较 系统 好 汇集 其 个 数学 分 支 的 皮 例 以 弥补 这 方面 
的 不 是 、 匹 疑 是 [分 有 益 的 ， 基 于 这 一 -想法 ， RHET AE. 

本 书 的 取材 EEE A 46 BT E By 8 籍 以 及 近 几 十 牛 散 见 在 
国内 外 各 种 数学 订 志 [的 反例 中 挑选 出 来 的 : 也 有 - 些 例 FRA 
L. A. Steen Lj J. A. Sechach, Jr 合 落 的 “Counter Examples in 
Topology” #5. M. Khaleclulla 4% 的 “ Counterexamples in 
Topological Vector Spaces" BY AS |i; MA -部 分 是 我 们 在 长 期 的 教 
学 种 研究 实践 中 构造 的 . 书 中 还 介绍 了 最 近 儿 年 才 发 展 起 来 的 集 
值 分 析 方 而 的 例子 . 阅读 本 B Br Ae AU PL fe 0 EL ae E 已 经 党 
握 . 固 此. 书 中 只 准备 了 很 少 的 说 明 ， Fe - 章 部 以 引言 开始 ,用 来 明 
傅 所 用 的 记 纯 ,术语 和 定义 ,也 陈述 了 一 : 些 有 关 的 定理 ,这 此 定理 
或 者 足 构 造 革 些 反例 时 要 用 伸 的 ' 或 者 是 为 了 衬托 其 个 反例 . Ke 
引言 部 分 一 般 林 介绍 实 分 析 与 省 国 分 析 方 面 的 术 诸 与 MARERE DS 
ROA TA A EBAL]. 此 外 ,在 许多 例子 的 后 而 ， 
LAEE 的 形式 把 这 个 反例 与 某 个 正面 的 命题 相 比 较 .以 便 读 者 而 
好 地 「 解 到 这 个 命题 的 条 件 所 起 的 作用 和 所 举 上 反例 的 音义， 

本 书 得 到 云南 大 学 学 术 菏 作 和 教材 出 版 基金 a HEEE 
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章 AAEN 
引言 
1 


EWM R AR, eee 
2. FEAT EX EWART RHA X 上 的 拓扑 ， 
3. 存在 某 个 Hausdorff 空间 中 的 基本 有 界 集 . 它 不 是 紧 有 界 的 . 


4, cea XXY THAR MPR AG A[x]={y|(zx,y) 


EA Alyl—{elte We ASHBY SX ORE. 
人 {HX AY 
FRERE, roh ERNE. votre 


1 


56. 存在 其 个 集 入 上 的 两 个 不 同 的 拓扑 r Irn EAE rH 


EIE HHRH A CX HAERE. 
7, 存在 某 个 5 闭 空间 , 它 的 一 个 子 空间 不 是 5$ 闭 的 . 
8. 存在 某 个 3 闭 空间 的 连续 像 ERE S 闭 的 . 


9. 存在 某 个 集 上 的 一 族 Urysohn 拓扑 , 基 中 不 存在 最 弱 的 拍 扑 . …… 
10. 存在 某 个 由 拓扑 空间 区 到 Y 上 的 半 同 胚 映射 7, 它 在 芝 的 某 

TTR A 上 的 限制 SARE AB SCA) EA EMER. ee 
11, FER TAS RT ERE SRY. eetet terrere 


12. 存在 两 个 正则 开 集 ,其 并 不 是 正则 开 集 . 
13. 存在 两 个 正则 闭 集 ,其 交 不 是 正则 闭 集 . 


M.A PhS X PES TREX 中 都 是 稠密 的 ， 


15. FER ARE, LAB SS ee cee cece ee cen eee ean nee ean annene eee 
16. 存在 某 个 集 的 导 集 , 它 不 是 闭 集 ， ee 
17. 存在 革 个 T ZS PD RS AR EAD I, ree ett te cee tae eee 


18. 存在 某 个 拓扑 空间 ,其 中 每 个 非 空 闭 集 都 不 是 紧 的 . 


19. 存在 某 个 非 Hausdorff 空间 ,其 中 短 个 紧 集 都 是 闭 的 ,而 每 个 闭 


集 也 都 基 紧 的 , ， 


.存在 某 个 非 离散 的 拓扑 空 间 ,其 中 每 个 开 集 都 是 闭 集 , 而 每 个 闭 


POLE TRE MAURER. 8 
21. FP Se PERSE el EA PORE BAR SE TPA. 15 
22. $B AC TARR AT EDS aD. I ae ST A ED. 16 
O38. 47 fh Bete AY -A Hausdorlifi dh E MOLE fal A TEF 集 的 
TEMERE. sheet ees ` m 16 
24. 4276 2 CEM Th f H Op A a A BR i E. 6 
25. FEE SE TABS RS He Th ve DR) He PE PB 16 
26. 存在 焦 X LR PAR TT RATHER r ty fOr) CX ry) 
27. AS EIS IIE a IX YM WERE YH t FSi). Y 
. MEF XN — PPX GYAR REM. … we 17 
28. ETE -EER SA RAY PD PS A GBA EE 
LER CO Pk PAIS B ee LF 
29, AEAEE PIERRE hsa XX EAE PEIDER MER 
30. RË PEAREN. Marats serere 19 
31- TATER Ra X YX PAAR BE Se 
FEA = ty YT EE TE SB Be ae AT BE. eree RO 
32.7 KAT RR SMX GY RY eM XK Ys RS 
ge. 1- tee . ws beeen eee PE a 20 
5 AERAR REE I, EARE HFI S 21 
34. 存在 其 个 折 扑 空间 AX. X AG Ao Mamie ron 
Be iy X AR FE E ARK i. -e o e- 2l 
35. PTER T BRR). EIR PRC CS) ae HA RAS 
a Me ， Ei : - : - 22 
第 一 这 ”映射 SR - + 24 
g are "24 
上 TF AR Te FF AD He AUE ee l. Pete betes eres ~ 25 
2. FE LEAR AP AN TD ETE FBI, etesen 26 
d. 


Ja 


HEETE ir oE ARAW- PRT RB. lo | BER} 


KEFA. 
. 存在 某 个 序列 闭 集 . 它 不 是 闭 集 .， 


LEME DINER MC Veet, nese 


a 


.存在 某 个 集 怀 工 的 两 个 拓扑 ae Ais Re Foe 
Wile HK ce RP ,但 r FRG r 0 
i 多 有 一 TR Bo dR Spe = fal. 和 
:了 子 集 4 以 点 x 为 聚 点 ;2*A\{r} 中 存在 序列 收敛 于 zx;3*A\{x1 
小 存在 完全 不 癌 的 点 所 或 的 序列 收 全 于 x F 述 三 个 命题 彼此 
FER RR ATR Sd SAS AP CE Oe E 
10. BERA ER ARS RSTRNT RARER 
Set FF FAR RR. > 一 
11. 存在 两 个 拓扑 空间 ,其 中 每 个 集 的 每 个 聚 点 必 是 该 集中 其 个 序 
记 的 极限 ,但 其 积 空 癌 却 无 此 性 质 . = ennn 


w =H 


pra] 


12, R o REA 4p EE ik = BE a E SE- ee 
18. 一 个 非 Hausdorff 空间 ,其中 收 各 序 列 的 极限 都 是 唯一 的 ， …… 
14. 仓 在 革 个 折 扑 空间 到 另 . -个 拓扑 空间 上 的 映射 , 它 是 连续 的 ， 
BETE FH tA ÆA. i 出 
15. 存 在 时 个 拓扑 空间 到 另 -个 拓扑 空间 上 的 映射 , 它 是 开 的 和 
册 的 ,但 不 是 连续 的 ， ” ve 
16. AER gh HBL Apah TO) A TA 
WAR SEP a AS Be SY. - a 
17. FES TTP SS A BL AmE LR EE SE 
开 的 ,但 不 是 闭 的 。，……… oe 
ee nana 全 拓扑 空间 工 的 映射 , 它 是 开 的 ,但 
是 连续 的 也 不 是 闭 的 . - e - 
lati Hit SD — PhS LMR ERA 
May fA RAY. + -= 
20. FER T-A — DBRS ER ANE A RP. teeter eee 
«FF ER TRS BEX Bl 95 — Pa Th as LY a Ee TT 
FREA ,它们 在 X BETA ETE LAN. eee : 
22. 存在 某 个 不 连续 映射 , 它 把 紧 集 映 成 紧 集 . 
23. 存在 两 个 连续 闭 映 射 了 与 g, 使 fx8 不 是 闭 映射 .… 
24. 存在 半 连 续 而 不 连续 的 映射 . ， 、 ee 
25. 存在 两 个 半 连 续 上 映射 ,它们 的 和 和 与 积 并 不 半 连 续 、 ee eres 


5 
— 5 


第 三 


26. 存在 某 个 半 连 续 映 射 序列 的 逐 点 极限 , 它 并 不 半 连 续 ，……………… 
TE 38 


27. 5 * ESF ORY Ey 8 E Se BRT Oe. 


28. BB Pe sae pete 5 Pe Br AE SL A, cece eee rererere treser ees 
o. EDES LRR ES, ee 
BO. EJEA A PE ERA, oerein errereen 
31. BE HIA Be E E AT A R f. ereere raner ere eee eee ruere 
32. 存在 某 个 具有 强 闭 图 像 的 明 连 续 映射 , 它 并 不 连续 .ee 
40 
34. FEET A HAL ROB ERRAR. ee 
… 41 


36. 闭 映 射 .诱导 闭 映 射 与 伪 开 映射 之 问 的 美 系 ， -pe 
42 


bo 


33. RESET A A BS RR EE BERR ecen 


35. 存在 某 个 Darboux RA, CR RERA. ereere 


37. 存在 某 个 闭 包 连续 映射 , 它 却 无 处 连续 . 


38. FEMEA YRR: XY., TT 


39. PERDENS MARMER $ 使 7 在 某 点 闭 包 
ve wees AB 

… 43 
"sarna 45 
-45 


连 继而 不 连续 . « 
40. (tesserae fs 连续 的 映射 ， 
= 分 全 与 可 数 住 ， 
1. 存在 某 个 不 可 分 的 拓扑 空间 ， 它 满 足 可 数 链条 件 .- 


3. 可 分 空间 与 紧 空 间 互 不 蕴 话 。，…………… 

4, 可 分 空间 与 Lindelaf SEERA. 

5. 第 一 可 数 空间 与 Lindel8i 空间 互 不 蕴涵 . 

6. 第 一 可 数 空间 与 紧 空间 互 不 苞 涌 .ee 
7, 第 一 可 数 空间 与 Hausdorff #3 E] H.A 4 W. 

8. 存在 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 可 数 拓扑 空间 ， 


9. FFE PTS ia, AESTRTREAM EG, 但 它 不 是 Haus- 


dorff 空间 . 
10, AK IAA RH 可 数 公 更 的 拓 拓 空间 , 


11, iano 六 分 的 Lindelof 空 间 ,1 ERR 


第 二 可 数 公理 .- 
12. 存在 不 满足 第 二 “mW MOURA 


“vie 


37 


38 
39 
39 
40 
46 


41 


41 


” 43 


a 46 

2, 可 分 性 与 第 一 Ay A A HK. Ae te ee nan eee ad bee ae ee 
~ 47 
warre 47 
~ 48 
~ 48 
= 4# 
7. 49 


46 


ow E] 
- 52 


- 52 
a 54 


1d. 
l4. 
15. 
16. 
17. 


18. 


1 


20, 


21, 
22. 
-存在 某 个 可 分 的 度量 空间 所 及 Lindelaf 空 间 Y ,使 XXY 不 


23 


24, 


25, 


26. 
27. 


引言 


2 


FERN TSA SUE AED TT SNA. vere eee ne 
存在 某 个 不 可 分 空间 , 它 有 可 分 的 Stone Cech 紧 化 ee 


存在 不 可 数 个 可 分 空间 ,其 积 空间 并 不 可 分 . 

存在 某 个 可 分 空间 的 周子 空间 , 它 不 是 可 分 的 . 

TER TEX EWA SF Ger OX) a 
CX sr) A A a. - 


FER TES —OR A The. Ee Pe n 
a 55 


是 第 一 可 数 公理 -* 
存在 不 可 数 个 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空间 ,其 积 空间 不 满足 
第 一 可 数 公理 . ， 


存在 某 个 满足 第 -- 可 数 公理 的 阁 扑 空间 , 它 的 一 个 连续 像 不 满 


是 第 一 可 笋 公理 .ev _ 
存在 两 个 Lindelaf 空间 ,其 积 空间 不 是 Lindelaf 空间 . 
存在 某 个 Lindelof 空间 的 子 空间 , 它 不 是 Lindelöf 空间 ， 


E Lindelöf 空间 . 


fel. ae 


FE EAR nJ E RAE KI TEE B — BY BZ YT 43 e E Hausdorff 


存在 某 个 村 分 的 度 其 空 间 , 它 无 处 局 部 紧 . ounn 
FE E RE A hE fd. HRS AR TE e. eee 
BER TT RR a 间 , 它 的 一 个 商 空间 不 可 度量 化 ，… 


1. 存 在 其 个 拓扑 空间 , 它 不 是 T, 空间 . 


2. 存在 Ta 而 非 T KFS A. 

3. FEE T, WdE T, 的 拓扑 空间 . 

4. 存在 了 了; 而 非 半 正 则 的 拓扑 室 间 .… 

5. HIME ATE ERICH. Wi 
6. 存在 某 个 Hausdqortt 空间 , 它 不 是 完全 Hausdorff 空间 ， 

?7. 存 在 某 个 完全 Hausdorff 宰 间 , 它 不 是 正则 空间 ，… 

8. 半 正 则 空间 与 完全 Hausdorff 4 (a) A A. vorser 

9. 在 在 某 个 完全 Tausdorff 空间 , 它 不 是 Urysohn 空间 ess- 
存在 茶 个 Urysohn 空间 , 它 不 是 完全 正则 室 间 .seer cere 


10. 


- 55 


11. Urysohn ‘se fa Sp Pa al as Th As FH. 
12. FEFE Fe £ E A i AF TE E E HHE li. 


7. 完全 正规 而 水 完备 止 规 的 拓扑 空间 .** 
B 存在 其 个 正规 空间 的 子 空间 , 它 不 是 正规 空间 . 


3. AP AE TE MUHA SE A E UID HE EROS]. oe et see terres eter 
1. CE FE AE RAS SE TE LATHE FB SS A]. wee eee ee eee cee ee eee cee ee eee ee 

S. 和 下风 而 不 完全 正则 的 拓扑 空间 eee 
6. Urysohn 室 间 与 正则 空间 志 不 蔬 涵 .ee 


19. FETE RE TIER Be ERANA A TRUE. wee eee 


20. PAETAE fad AR A SPT M. 


22. 存在 两 个 完全 正规 空间 .其 积 宁 间 并 不 完全 正规 ， 


21. 存在 水 可 数 个 可 度 基 化 的 可 数 空间 ,其 各 空间 并 不 正规 。 eee 
9 
2 


23. T- A EME E HRR AA e EE errereen 


24, TE GEA E D E a A AS a , 它 不 是 止 则 空间 . 
23. FEE T E M E xaa PRS EY L A — AP 
ESOO YAN GAR SEAR]. erreren 
26.0 FT, 与 1 之 间 的 分 离 公 理 
27. 介 于 全 与 人 之 间 的 分 离 公 理 ， 
人 

28. FEAE AS o JE AE ET oJ Ahy E e FA 
SS te 连通 性 eee eee eee ya 


L. TE fE ME I Wii dE AR A Fb as ig. 
2, AP PE MOAR AE i TE R E Ao a Fh SS A. 


~ AY AE 


3. FF AE RREA TAE BAR ESB AI TD a. ee eee e 


+. Foy RRE ie 7 lal 1 AM A fl ANB. 
Se LAR Tel oS fa) by Peg AB a TR. 


eg A = je] GREE N E A ere 


Fa RE AR 1 8 fF TERAS TE Ah 28 = 


6 

7. - 

8, F EE MOR PE A 15 fol PE Ge As al AR PH, ce ete ee nee areren tee eee ervare 
民风 与 不 a 


10. 看 在 连通 而 不 强 连 通 的 折 扑 空间 , - 
V1. 强 霹 部 连通 空间 与 强 连 通 空 间 耳 不 绚 涵 . - 


«vill 


33, 


第 六 章 


,存在 不 闭 的 弧 状 连通 区 . 
-存在 某 个 弧 状 连通 集 , 其 闭 包 并 不 弧 状 连 道 . . ee 
PERT TE BA BG BABE GO. BRR ORE 


AEE TERE, CATR TAR CMH RENE 


THER tthe A TEAR. AUSS ANRA EE 


通 的 .但 A Sp FHA AREAL. 


Fe EA a SH ik ER. ， 
FER Pah eH EAER E A EY. 
5. 存 任 其 个 不 连通 的 度 其 空间 (X,2) ,使 得 对 每 rE XC) 


dir AREA SH EEE. 


.存在 某 个 度量 空间 (Xed) 中 的 序列 5 SA FAY Sly E 


lime Cyn or SOY) CS) M COREA RE COK 
示 序 列 ZA A ee. 


通 的 ,但 RAR BARE. 


EERE Hesr]. 


Bl S X-X MH = p 


UERAIS, eam emir RE 但 它 本 身 却 


是 连通 的 . 


.存在 aT Fi Ms H5 HARREMA. 
HART DES BOE ERE RAE END. ~ 
-ETE M h> AX Ss SYD RX HYE DERB MS ASOD 


=Y ERAR hi X TREA E H. 
箱 折 扑 与 积 拓扑 之 间 的 差异 ， eee 
紧 性 .…… 


a 
=] oo 


- 100 


100 


oe = 101 
HURPEMS GERE E— BEDARREN. oona 
FE AE TE PA HEE BY IP AHH TR iel. 
TRAST REDTRER IMEEM AK DM 


101 


- 102 


+ 102 
:存在 某 个 连 遂 空间 ,只 物 走 - 人 不 并 teense 
-存在 可 数 Hausdorff 连通 空间 ， es 

-存在 可 数 Hausderfi 偿 通 .局 部 连通 空 问 . 

-ATTER A RUS HJ oJ $ Hausdorff 连通 空间 . te 
T. ALTER T AA RE 产 的 连通 空间 外 ,使 得 对 每 一 连续 的 非常 值 映 
~ 109 


102 


“ 105 
= 105 
* i106 


1. ee a LET 
2, 存在 可 数 紧 而 不 紧 的 拓扑 空间 ,~ a | 
3 存在 序列 紧 而 不 紧 的 拓扑 室 间 .118 
A. 存在 紧 而 林 序 列 紧 的 拓扑 容 间 .pr eer 118 
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第 一 章 MHS 
äl 言 

给 定 集 六 , 它 的 一 个 于 集 族 + 称 为 半 上 的 一 个 拓扑 结构 , 简 
称 拓扑 ,是 指 7 满 足下 列 三 个 条 件 ;1* FROM XXR E r 的 元 ; 
2* 7 内 仔 意 有 限 多 个 元 的 交 仍 是 r AE: 7 内 任意 多 个 元 的 并 
仍 是 = 的 元 .上 集 广 连 同 它 上 面 的 一 个 拓扑 =, 构 成 -人 拓扑 空间 
Xeo Abii SX .O% X. r 的 元 叫 买 的 开 集 ,而 其 补 集 叫 闭 
集 . 空 间 马 的 元 称 为 点 . 

E-A XE RAATH n F ro H nr, WER HMF 
r SF RAS th ro OR Sh EFRA Ft EA 
n BR n>n 上 最 弱 的 招 扑 由 天 本 身 及 空 集 入 组 成 , 耐 且 叫 平 庸 
th X 称 为 平庸 空间 ,和 上 最 强 的 拓扑 由 集 X 的 一 切 子 集 组 成 ， 
1 BR IGS OX 称 为 离散 空间 . 设 m 和 HE KX LWT 
拓扑 , 若 o BERGE o 也 不 吴 于 =, 则 称 mn 和 mm 为 不 可 比较 的 . 

RA VEF ELY EX 的 子 集 . S 

a= {UU GNY,GE x, 

则 是 立 上 的 一 个 拓扑 ,这 个 拓扑 称 为 = 的 相对 拓扑 或 继承 下 来 
RGF. CY OMAK OMFS. 

对 任 一 度量 空间 (Xda) JB CX PMA ES Ki HE r A r 
E 区 上 的 一 个 拓扑 ,因而 (XX, 中 基 一 个 拓扑 空间 .7 称 为 由 距离 a 
所 诱导 出 的 拓 捉 ,所谓 度 划 空 间 (X .2Q} 是 一 个 拓扑 空间 , 指 的 就 是 
(Xr). 

WX DEHER URTE X EKER dti r 就 是 由 
距离 d VES iI Fh AR CX T) A T E E E SS e. 

R X HIRAF XXX EMS Be d.y) SB 


1: 


下 述 条 件 : 

(i) dla.y) =0 ARH c=». 

GD dlr. =d Cy.) 0. 

aD ACX EARS AM SER rE XAA d(x, AD>, 

Cv) 26 A SHR dlr, A) 0. 

当 了 满足 人 ,0 ,0 时, 称 避 为 和 [的 对 称 距离 . d HL 
(i), Gi, Gv RR d A X | SE BR. 对称 度 卉 空间 , 半 度 生 实 
亲 的 用 语 也 是 自明 的 . 

a Y fi a HERR SIA R 的 子 集 , 则 YY 上 的 相对 拓扑 也 称 为 
通常 拓扑 ， 

OX, ORS AV REX HTH RV AASB 
I LIS EE (Xo) PHT E G. fE 

ACGCY. 
所 谓 点 工 的 邻 域 ,就 是 单 点 集 {z} 的 邻 域 .由 点 x 的 - 切 邻 域 组 成 
的 集 族 BCz) 称 为 点 a A RR. 

BA 是 拓扑 空间 (CX,r) 的 子 集 .x RA AWA. BG EX. 
ACH. ANA ASHER A AWARE A. 

FRA r ET OX TE 4 的 接触 点 ,是 指 对 任意 
UEC a) WA UNAAS. 4 的 接触 点 集 称 为 4 的 闭 包 , 记 作 
AL nh x PKR A UHR BGS x BANC A REAM. r FRA Bo 
RA ea A r 的 任 一 开 集 必 会 有 AMEE RA. x HRA 
WER ESAs 的 开 集 必 含 有 A DAT RP R.A 
— TR BRS OA A SE IE AY. HH ASA RR A 为 完 
SE. 

B A Ath Sh) X 的 子 集 , 称 点 x 是 ARS, IR BA 
的 补 集 A 的 内 点 .41 的 外 点 的 集合 称 为 44 的 外 部 , 记 作 4 称 点 r 
E A HARA E rE A H rA A 的 边界 点 的 集 称 为 A 的 
边界 , 记 作 A’. RR ae yA 的 孤立 点 ,是 指 xE 4 有 目 存 在 VEB (2), 
使 VN 门 A= {x)， 

Be 和 4 为 拓扑 空间 区 的 子 集 , 称 4 在 X HAR, E A= xX. 


oie 


BEX NOTRE AGE BPRS BIR ADB. BA EX PSEA 
AR EECA Z. 称 X WORX TRE, 

拓扑 空间 于 HER 4 称 为 第 一 纲 集 .是 指 4 足 可 数 个 无 处 
桐 密集 的 并 集 . 不 中 第 一 纲 的 集 称 为 第 二 纲 集 ， 

没 CX.z) 与 Cr,a) 都 是 拓扑 空间 ,映射 X Y 称 为 在 点 x 
X JER RIG FV E (fir). AU ee), E 

FE CC 多 
成 立 . 若 了 在 基 的 每 一 点 都 连续 , 则 称 / 是 连续 映射 . 容易 证 明 ,7 
连续 当 且 仅 当 对 了 的 每 个 开 集 G REA 
PUG) = {rE X| fay eG} 
E X WER. WRX AERA AI AUT RR /是 
单 射 . 如 果 了 内 每 一 点 必 是 和 内 某 -点 的 像 ,就 称 了 是 满 射 . A X 
到 YY 的 每 个 既 单 又 满 的 鼎 射 下 必 有 道 映射 g, 它 是 了 到 多 上 的 既 
单 又 满 的 映射 ,这 里 ,g(y 一 二 当量 仅 当 F(x) 一 y. 这 时 如 果 和 
g 部 连续 , 便 称 S A TTR NT ie EDR AMY. 两 个 拓扑 空间 称 为 同 胚 
的 .是 指 它们 之 间 存 在 一 个 同 旺 映射 . FEARS TR a EF 
的 性 质 称 为 拓扑 性 质 . 

HOX” VSO ORRIA, XY. 称 Of HIER B 
HERE GE r IT FGE o. HF HARSH EIKI X ADIT 
Æ FAU E Y OHE. 

拓扑 = WERK AA r AEREE LH r 的 每 个 元 可 表 
为 汤 的 一 些 元 的 并 ,这 时 ,也 说 拓扑 = 是 由 EAD. 拓扑 + 的 
一 个 子 族 称 为 -的 一 个 子 基 , 是 指 中 元 的 所 有 有 限 交 构成 
的 集 族 是 的 一 个 基 , 拓扑 空间 (和 ,r) 称 为 第 二 可 数 的 ,是 措 z 右 
一 个 可 数 基 . 

拓扑 空间 CX ,的 点 x 的 一 族 邻 域 oS CORE e AY SBD a 
局 部 基 或 基本 邻 域 系 , 是 指 x 的 任意 邻 域 都 仿 有 属于 OWE. 
如 果 美的 每 一 点 都 有 一 个 可 数 局 部 基 , 使 称 X 为 第 一 可 数 空间 . 
显然 ,第 一 可 数 空间 必 是 第 一 可 数 空间 . 

定理 1 设 有 4 为 第 一 可 数 空间 XX 的 工 集 , 则 x 是 4 的 接触 


eae 


HGR NY 2 BAAR 2 EX PRR. MT oo OR 
Shit UA mE N, H nem Wor, EU. 

Rit ” 设 4 Agaga a ATR M A AE YAR 
4 和 4 是 序 列 闭 的 , 即 当 且 仅 当 若 AKAI HR EXM] 了 
EA. 

定理 2 4X HAA RMS Ath WR a OX 
Y REAM. 4AQ4 SRW SARA X 的 序列 
bce WEF es WY ASRS PCr) UE (Cx). 

定理 3 ASLX+Y HEX AAS OMRH.S 

t= fa) = [F GGE o}, 

MCX DHIE, A oe EES ERNA ERE SS HF. 

EH 3 Bar AY X pth Aho RR X 
>Y 确定 的 诱导 拓扑. 

定理 4 车 /是 拓扑 空间 ( 芝 ,r) 到 集 Y 了 上 的 满 射 , 令 

s = {GGCY, FIG) er}, 

MODEMI EH, E o 是 使 了 为 连续 的 Y 上 的 最 强 拓扑 . 

定型 4 确定 的 了 Y 上 的 拓扑 = 称 为 由 拓扑 空间 CX,r) 及 满 射 了 
AY 确定 的 诱导 拓扑 . 

Riot |aED}) 为 拓扑 空间 族 , 令 

X = [| X. = {Cslr, E Xa © D}. 


B PP: 六, 为 外 到 XX。 上 的 射影 , 则 显然 有 
Po Cte) = {z| Pale) = re} = {xe} x J] Xp. 


fen 
Ba 


AUT X WRU, BRA 
POU I= {a| Par) = 2, € U.) 


=U, x [| Xs. 


以 {Po UD leE D, ULE n ATETEA LAEI, EE 
FE DER i PETE NR Fh 
在 |] X. 上 还 可 以 用 其 它 方 法 确定 拓扑 . 如 以 EGALAS 


LEE 


| APR TPE OE ES Th A aD. 显然 , 箱 拓 扑 强 于 积 折 扑 . 本 
书 如 无 特别 声明 ,所 论 的 祝 空 间 都 意味 普 有 具有 积 拓 扑 . 

TE RAG Fh F RR eR A A a TX, 都 相同 时 
JR Hy BE AS i Re. 

R o Mal o BX .上 的 一 个 等 价 关 系 ; 而 Y 是 下 按 
关系 分 成 的 等 价 类 的 集 , 即 

Y = X fe R Y = onr E X, 
这 里 , 当 ee S OHA peds ply). 

it PAX HY WARS. X HE -ia A Pe =r), Bil 
每 一 点 rA AR e 的 类 . 当 = 是 Y EIE PRSES Rh. 
AIH (X 60) P HER Y 的 拓扑 时 ,so PA Y ERY SAH. m pR 
(YY, 中) 为 商 空间 或 分 解 空 间 . 了 RX 到 商 空 间 Y 上 的 射影 或 商 
AR BY. 

Hibs tH] X PNT. SAF X AERA TR 
toy A e RR U Eve RO y SRV rév BS 
D. 

HHS X RAT, 室 间 ,是 指环 内 任意 两 个 林 同 的 点 都 各 
有 - :个 邻 域 不 会 男 一 点 . 

容易 证 明 ,为 使 拓扑 空间 和 是 六 空间, 当 且 仅 当 单 点 集 是 闭 
集 . 

拓扑 空间 X A T, EA Hausdorff 空间 ,是 指 和 内 任意 
两 个 不 同 的 点 都 各 有 邻 域 互 不 相交 ， 

拓扑 空间 X MIT C PAE FAR. BH G=; AE F 
ROA TE UPA SR EE == CFO RX APENA, BHERT, 
ZAH ALP MENFEZ EE ERE. 

Bathe le] X AT; SH 关内 每 一 点 以 及 不 会 该 点 的 
任 一 闭 集 都 各 有 邻 域 互 不 相交 .TT; 空间 间 时 为 7, 空间 时 , 称 为 正 
则 空间 . 

有 些 书 籍 将 T 空间 称 为 正则 空间 ,市 将 正则 空间 称 为 了 Ss 
Hl. 


WIER X WAT SA. RMT 针 的 每 一 点 工 及 + 的 每 
PARLU AM X 到 单位 闭 区 间 工 的 连续 帅 射 ,使 得 f(z) 二 0， 
HAE XW EHSF Lra R ARRA T 空间 时 , 称 为 完全 
正则 空间 . 

拍 扑 空间 X 称 为 了 宝 间 ,是 指 六 内 任意 两 个 不 柑 交 的 转 集 
a ABS AAS. T 空间 同时 为 也 空间 时 .就 称 为 正规 室 
is}. 

AREAS RE T 空间 称 为 正规 空间 ,而 将 正规 空间 称 为 了, 空 
lia. 

oi th EE X PRN Urysohn 空间 ,是 指 对 于 的 任意 相 异 两 点 
zy FE ETE EE BR . 刻 X->[0,1], 鸽 Fr) 一 0 一 1 

若 拓 扑 空 间 拓 可 表 成 它 的 两 个 非 空 的 ,不 相交 的 开 子 集 4 与 
BOHR OR 六 为 非 连 通 空间 . 若 六 不 是 韭 连通 空间 , 则 称 它 为 
连通 空间 . 对 于 拓扑 空间 X MPR EARP X OPS 
是 连通 的 ( 非 连 通 的 ), 则 称 为 处 HEATEO EATE). 

以 下 韭 连 通 定 久 中 * 开 子 集 ”, 可 以 改 为 * 闭 子 集 ”, 也 可 以 改 为 
“BFP ALL BY -F a”. 

ith le] X EMH. MURA XATA HLE X fae 
Zi SABE FP AAA. 

称 拓扑 空间 X AR, AG X DRA RRORBART EH 
2é 

定理 S(Tychonolf) Re SHH ARM KT MAE RS 
间 . 

HHEN X 称 为 局 部 紧 空 间 , 是 指 对 于 每 一 点 xE€ 多 ,存在 
UEC sr) fg U BEM. 

Xl PAE RS EDX 常 需要 构造 -- 个 紧 空 间 LX Aas 
间 . 所 构造 的 紧 空 间 称 为 和 KRESE. 

拓扑 空间 的 最 简单 的 紧 北 是 由 添加 一 点 而 成 . HEX 
扑 空间 , 令 


xX* = X g deat, 


r = (U/C BX HARP E UCX, 
zr =r |] T 

MCX r 是 (Cr 的 紧 化 空间 . 

定理 6 拓扑 空间 (Cr) 的 一 点 紧 化 (人 OR RSL AX 
EX KHATER. 

本 BREH p i Ee OM Stone-Cech 紧 化 ， 

关于 拓扑 空间 的 更 多 材料 以 及 上 还 定理 的 证 明 均 可 参 在 [4] 
和 [85 J. 


L 存在 某 个 非 离 散 的 拓扑 空间 ,其 中 每 个 开 集 都 是 闭 集 , 而 每 
个 闭 集 也 都 是 开 集 . 

昂 抑 ,离散 拓扑 空间 中 每 个 开 集 都 是 闭 集 ,而 每 个 闭 集 也 都 是 
开 集 , 应当 注意 ,这 个 命 古 之 讶 并 不 成 立 . 例如 , 设 天 为 自然 数 的 
SB, R 

P= {{2n — 1.2n} n = 162,764), 
fe XHWHRRASEOW ® P HCI. WM IL A EO 
X 二 的 一 个 拓扑 5, 称 r 为 育 偶 拓扑 . 在 折 扑 空间 (5 和,r) 中 ,每 个 开 
集 都 是 闭 集 ,而 每 个 财 集 也 都 是 开 集 . 然而 , 因 单 点 集 不 是 开 集 , 故 
Ano EAA Ht H. 

2. 存在 某 个 集 XX 上 的 两 个 拓扑 ,其 并 不 是 上 的 拓扑. 

设 rf 二 1) 与 二 1 是 集 X 上 目的 两 个 拓扑 . 根据 并 集 与 交 
集 的 定义 ,有 

TLT ={ ti}, 
rO =i |V- Er Er 

容易 验证 , 集 X 上 任意 个 拓扑 一 之 交 r= Na ede X 1 — 
个 岳 扑 .但 是 ,和 上 的 两 个 折 扑 之 并 未 必 是 天上 的 扫 扑 . 例如 , 设 
X= iabe EP ashe 两 两 相 异 , 则 X 的 子 集 族 

n = (X, iab), dach {ah} 
形成 了 关上 的 一 个 拓扑 ,而 子 集 族 


T. = (X (bach tb ay, (art 
ERT X ERA- Amih Mon He 之 并 : 
T Ut, = (X, Ø, {a,b}, lasct {bcls tabs (ar? 
不 是 X ihtth- 
+ ABEW.AXB-TP2SRART RHR WX E 
任何 两 个 拓扑 之 并 仍 是 XX 上 的 拓扑. 
3. GEE Hausdorff SHPHRABH HE. CRER AFN 


的 . 


拓扑 空间 和 的 子 集 4 称 做 紧 有 界 的 ,是 指 APAE AEK 
的 ;4 称 做 基本 有 界 的 ,是 指 对 于 X 的 每 个 拓扑 基 ,前 可 以 从 中 选 
出 有 限 个 元 ,它们 足以 覆盖 A. 

Hindman VE 44 T : 

定 开工 广义 Heinc Borel 定理 ) ffa AAEE 
闭 集 必 是 其 集 . 

定理 IO N Bolzano- Weierstrass 定理 ) 拓扑 空间 中 每 个 基 
ASAT EAC oe A RA. 

Hindman 还 指出 ,每 个 紧 有 办 集 必 是 基本 有 界 的 . ATs 
间 基 正则 空间 ,; 则 逆 命 题 出 成立 .对 于 一 般 的 拓 站 空间 即使 是 
Hausdorff 空间 , 苛 本 有 界 集 未 必 是 紧 有 界 的 ,他 的 例子 如 下 ， 

i< X BAK LO,1].A=X\0,.0 为 有 理 数 集 . 命 

tr 二 人 CYN DIU,V 是 [0,11| 上 的 

通常 拓扑 下 的 开 集 }. 
Wor X k-e Hausdorff 4h. ERI EA, no 
个 拓扑 基 4, RTE Raw 

B [= {ls Vs, 1 Ald EA. 

FEU liE AU {Vs|8EA} 是 [0,1] 在 通常 拓扑 下 的 一 个 开 牙 
ALO. BRR Ra ARO BU ECA UVEA h. 
但 此 时 

ACU UU Ws Ad). 
Ph A SESE AR A RAD. Eb SS BCX) RAR, AA Xe 


+ 


AABRARK. 
4. 存在 某 个 积 空间 工 XY 中 的 不 开 的 子 集 A, Ale |= iy] 
(x PEAS Aly l=ix|G pCa SH BY S YMA. 
容易 证 明 , 苦 天,Y 是 拓扑 空间 ,4 是 积 室 间 XX Y PRA 


ALr]={ylCa,yE A}, 

AL[y]= irj (x E A}, 
W 4Lz lS 4[yj 分 别 是 了 与 X 中 的 开 子 集 .应 当 注 意 ,这 个 命题 
之 道 并 不 成 立 . 例如 , 设 4 是 过 平面 原点 的 两 条 对 角 线 的 补 集 ,并 
加 上 原点 .0,0). 在 平面 XXY 一 RXRR 上 取 通 常 拓扑 ,对 任意 ne 
有 ,天 0， 

Alr] = {yl (row) € A} 

是 实 直线 了 PBA A yoyo BEAR ZS AY APSE AE Y 中 的 开 
集 : 而 4[0 就 是 实 直 线 了 ,因而 也 是 开 集 , 同 理 , 对 于 任意 yey. 
AlE X 中 的 开 集 . M.A REX XY 中 的 开 集 , 因 为 (0,0) 不 
是 又 的 内 点 (参看 图 1). 


5. FHEATE XY EMP 7, 与 mr, 使 Cr, Xk.) 
Eh AY) AE FE os CX TSE FE. 

ik A 是 拓扑 空间 六 A A EA EE CC. 
使 得 

人 人 

烤 开 集 的 概念 是 由 Levine g] A GI. fd a RE X [的 两 
个 拓扑 到 与 re 而 有 o.oo EIN RR AEE CX P H AEE 
HE A CX o PREH ,他 的 例 六 如下: 

te X FESR Rr, 是 由 -JE An Ce, yey K E R 
拓扑 .z: 2 a ey) Gory AY AE TS A yor. 
ER Cas y JEON PRA MB Cry HECK) AEE 

6. 存在 某 个 集 半 上 的 两 个 不 同 的 拓扑 mm 与 世人 使 4 是 ( 工 ,r) 
PRUE FT SE BIR A CYT, RAEI. 

我 们 用 SORR H E M X p EFE Te A 
Levine! 8 WW. A So€X.7,)C SoX T W r Cr HE a E 
So(X sr) = S0 X yr.) M ry — r. 

Hamlett" th ,这 个 猜测 是 不 正确 的 . an BEX — lashi, 
并 令 


Ta db dad! Xs 
m= iO slabs fab} X h. 
HT LAW AA, A HE OX. cP E AY AX OEE 
集 . 然而 ,r Ere. 
7. TERAS 闭 空间 , 它 的 一 个 子 空间 不 是 $ 闭 的 . 
Bet A. leE A} 是 拓扑 空间 ( 基 , 丰 中 的 -此 半天 上 集 组 成 的 集 族 . 
iA ae At X ie. MRA (eC ALEX W—P RE 
am S PE. 
扩 扑 空间 X PRAMS PRAY EGE X M4 SUL ,存在 有 
PFA UL ttiig 


- 10。 


X cu U.. 


S PS la) AS FS fol BE S EN. SHE. WIER A ， 
设 X BERRE losl OAR ER XACT OC E 
X 的 任 一 至 多 可 数 集 (可以 是 空 集 ) ,如 此 确定 的 开 集 全 伴 形 成 六 
的 一 个 拓扑 . BAL BS PY. 
BE 二 fez sate E X BVT Re E Ja] A 是 闭 的 .对 
于 每 个 re A, 因 为 


G = XMAN Ln) 
AEX WAS ATU AN ae 是 子 空间 A WR TERRE (oE 
ARTE. Mit ABARTH. 由 此 可 知 ,A 不是 5S 闭 子 空间 . 

8. 存在 某 个 $ 闲 空间 的 连续 像 , 它 不 是 S 闭 的 . 

王国 修 忆 指出 ,为 使 拓扑 空间 基 是 5S 闭 的 , 当 且 仅 当 从 下 的 
PTE A ed ABT EHS X yA RTH N. 

王国 俊 还 引入 了 5S 连续 映射 的 概念 ; 设 关 与 Y 部 是 拓扑 空 
fal. ,XY 如果 对 Y a EE PP OX PRE 
则 闭 集 的 并 , 则 称 /为 5 连续 映射 . 王国 俊 证 明了 ,车 下 是 5 闭 空 
H, XY fe X Bagh SY LW) S 连续 满 映 射 , 则 YY 也 是 5 
闭 空 间 . 

应 当 注 意 ,5 ASS A eR OR S SS Tal. fa a, 
Thompson **) RA T AiE Sia AS 3 E g SS fe] OES PAY. 由 此 
推出 Nf) Stone-Cech Bik, BN 是 5 闭 的 .然而 .BN 的 连续 像 PR 
HA S fA. 

注 Thompson 证 明了 SS 闭 空间 的 同上 是 像 攻 是 S 闭 的 . 

Cameront 站 也 证 明了 ,为 使 拓扑 空间 (XK, 是 5 闭 的 , 当 且 仪 
当 每 个 由 正则 闭 集 组 成 的 给 访 必 三 有 限 EA. 

Cameron 还 指出 ,5S 闭 空 间 的 连续 黎 不 必 是 S 闭 的 ,SS 闭 空 间 
HRZ SHAR. 两 个 5 闭 空 间 之 积 不 必 是 5 闭 的 ， 


T Feudo ÆW X PAR ATEA E X op IEE A ta EE. 


"lll" 


9. 存在 某 个 集 土 的 一 族 Urysohn HH  RPRGER SHH 
th. 

设 f BASS X 到 拓扑 空间 六 上 的 一 对 -Ag 若 对 任 
—SCAS 是 闫 的 半 开 集 当 且 仪 当 tS) 是 了 的 站 开 集 , 则 称 f 
EX BY LOA RRS Te XD Y MERE. TOF A g 
F GREE AG AB AY HE BB A SE Fp ER. 

BX. Si IRB SX ODA HEARS 
全 体 拓 扑 室 向 组 成 的 拓扑 族 . ay SR RSE Te aE BE 
扑 的 条 件 , 并 指出 ,从 CX, 让 的 了 Ti 分 离 性 不 足以 推出 [中 存在 最 
59 adh. 事实 上 ,即使 假定 ( 基 , 丰 是 Urysohn 3315) h (46 a Bt 
Lol FG fhe ABE Urysobn 空间 ?也 不 能 保证 fc] 中 存在 最 
S40 Fh. 杨 忠 强 的 例子 如 下 : 

EX 为 全 体 实数 ,QQ 为 全 体 有 理 数 ,对 任意 sce XE RE x 
FA) a bat BE 


Bix) ~ {tz} u Em 二 ,十 A N Qla = 1,2,… J} 


BEE RHEE MA, oE Urysohn 窗 间 ,但 [cj 中 不 存在 最 弱 
折 扑 .证 明细 节 可 参看 作者 原文 
注 ” 杨 忠 蝇 指 出 ,S 闭 性 质 是 半 岳 扑 性 质 ， 
10. FERARI XAY EHARA EEX 
的 某 个 子 集 4 上 的 限制 fl4 不 是 4 到 4) 上 的 半 同 是 映 射 . 
BCX ICY ABE Ath Al. fs XI Y 0) OER 
Ra ATX M FLA (A ctl Ae (PAD 6 | FAK KA E k 
HHP AR ADRA ER AH SOK FIX DSC.) 
的 相对 拓扑 . 下面 的 例子 是 由 郭 驼 英 :天 作出 的 . 
it X=(1,2,3,4:, oe 
T=H{ON,41}3, 
o= {R112}, 11,3),.11,2,3)}. 
F ACK > OX) ETE ERA Nf SEE RR. 取 4 二 12， 
31. 则 
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TIA = (Bza hol PCA) = (C237 2 (3)}. 
BPR FLA A LEE le] RG 

11. 存在 某 个 拓扑 空间 的 紧 子 集 , 它 不 是 $ 紧 的 . 

KX OHS. AM XE S PHORM Bin. 
Wee X AL SURRY. 

显然 ,S RER EERTE RARE S RK. 例如 ， 
KRX=L—1.1 |). A SMS HAT Fh oc. WY A Fb E HY 
Xn ERK. S 


B =T—1, uU {| >> di jne N}, 


Wi] A È X A S LR 20 TE. 内 此 ,X 不 是 5 
RE. 

12. 存在 两 个 正则 开 集 ,其 并 不 是 正则 开 集 . 

正则 开 集 的 并 集 不 必 是 正则 开 的 . 例如 , 设 X 是 实数 集 并 耻 
apesing es A] MC SG. AEX 的 正则 开 
集 , 但 其 并 集 


i 1) i 
G a. = | +> | 
7 UG, | Q 2 | U | 


不 是 正则 并 的 . 
13. 存在 两 个 正则 闭 集 ,其 交 不 是 正 列 闭 集 . 
两 个 正则 闭 集 的 交集 不 必 胰 正则 闭 的 . 例如 , 设 X 是 实数 集 


RAM th Flo | P| 1], 则 SF 都 是 X 的 让 


则 闭 集 ,但 PS) P= |} AC RE. 

14. 存在 某 个 拓扑 空间 针 , 其 中 每 个 非 空 子 集 在 站 HREM 
密 的 . 

在 集 半 上 请 平庸 拓扑 , 则 对 任意 4CX, 都 有 A=X, 其 中 4 
FØ. 

15. 存在 某 个 有 限 集 ,其 导 集 非 空 . 

在 T, 空间 特别 是 度量 空间 内 ,有 限 集 的 导 集 必 为 空 集 . 在 一 
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般 的 拓扑 空间 内 :有 限 集 的 导 集 林 必 是 空 集 . WM. X= lash, 
“全 
ro {X jab] {asche iar hs 

WCX 0) AIh. RX TE AS al Sb Ae Bae A 
的 聚 点 ,可 A = {6c} BUTT PRS 4 的 导 集 A GE. 

16. 存在 某 个 集 的 叶 集 ， 它 不 是 闭 集 . 

ET SEAL. —- PH RY AIS. 在 一 般 的 拓扑 空间 内 ， 
OPERERET HUE. 例如 ， 设 x= fasdvcl & 

T— GX tai diy. hy 

WM CX, 为 一 拓扑 空间 . 取 A= Ip). BMA ich FARR 

17. 存在 某 个 TT 空间 中 的 紧 集 , 它 不 是 闭 的 . 

在 一 般 拓扑 空间 其 至, 空间 中 , 紧 集 未 必 是 闭 的 .例如 , 设 冯 
为 实数 集 . 合 X 的 开 集 为 宝 集 亿 以 太一 切 ANC 其 中 心 为 任意 有 
RE. 此 开 和 集 族 形成 X 的 一 个 拓扑 rc; 我 们 称 r 为 有 限 补 拓扑 . 这 
ths lal Te EB a a Ya ET. 空间 . 


MRX A AK SOL t ,并 任 取 A a 


“Be — {LU = XC, Ja © Ab, 
EpC AARE. Fe PTE UC ef 0E U SH XC, IHC, 
EARE aE AS PK A ROC ICU. 因此 存在 自然 数 on 
n>m 时 ,就 有 


Ta — 4 EUn 
ATW RPL AMA eo 中 选 出 有 限 多 个 开 集 ,它们 足以 覆盖 
A RI A de Ras. im. A FOR hc Ke LA 
是 所 的 ， 

注 ”容易 证 明 , 紧 拓扑 空间 中 的 财 集 必 基 紧 集 . 但 是 , 紧 拓 扑 
空间 中 的 紧 集 未 必 是 闭 集 , 例 如 ,在 集 X 上 肥 平 良 拓 扑 , 则 X 为 一 
Heth Sl. 任 取 半 的 非 空 真 子 集 AW AREY. ERE 
的 . 


18. 存在 某 个 拓扑 空间 ,其 中 每 个 非 空 闭 集 都 不 是 紧 的 ， 
He X¥=(0,1) , 首 念 


了 i ， 
T = AX EU S= | ,1 1i Fo Aye jo 
| f n | | 


WX. Ath Mh). ERR SAR POX WU, [pH 2.3.0} 
是 下 的 一 个 开 覆 盖 , 它 汕 有 有 腿 子 覆盖 , 故 斑 不 是 紧 的 . 

19. FER PAE Hausdorff 空间 ,其 中 每 个 紧 集 都 是 闭 的 ,而 
每 个 闭 集 也 都 是 紧 的 . 

A Aa WEAH Hausdorff 空间 中 的 紧 集 必 为 闭 集 . 例 17 说 明了 在 
这 个 命题 中 , 拓 扩 空间 为 Hausdorif 堂 间 的 条 件 不 可 去 掉 , 然而 ， 
也 确实 存在 非 Hausdorff 空间 . 其 中 每 个 紧 集 都 是 闭 的 ,而 且 每 个 
闭 集 也 都 是 紧 的 .下 而 的 例子 是 由 Levine -EB Hy. 

设 (Q@,r) 是 有 理 数 集 并 取 实 数 空间 的 相对 拓扑 ,( 叉 ,zr* ) 是 
QoON- RAK. 用 于 (Qnr 不 是 局 部 到 的 ,可 更 (Xr ORE 
Hausdor{f 空间 (参看 [4j,p. 218}) ,而 是 了 空间 . 

可 以 证 明 , CX 7° ) 中 的 每 个 团 集 都 昨 紧 的 ,而 每 个 紧 集 也 都 
基 闭 的 , 证 明细 节 可 参看 作者 原文 ， 

20. 存在 某 个 紧 集 ,其 闭 包 不 是 紧 集 . 

MX 为 一 无 限 集 ,a 多 , 命 六 的 开 集 为 空 集 以 茂 售 点 a 的 任 
ETE WP AR Aja thal X MARE AX 不 是 紧 
Æ. 

21. 存在 某 个 拓扑 空间 , 它 的 每 个 紧 集 都 不 包含 非 空 开 集 . 

WX ARME HEX LRM eh BRO ATARE. 
我 们 在 上 起 男 一 个 拓扑. 它 基 由 5 加 上 形 如 QQN5 的 集 构 
RHP UET EI Hth r Tft r mi X, 是 Hausdorff 空 
BeAr" thE Hausdorff 空间 . 

IEX r RREA SRE BS 4S fe g dE Ss. 假如 相反 EN 
设 (Xz ) 中 存在 紧 集 C, 它 包含 非 空 开 集 GG. 因 (X,r') 是 
Hausdorff 7 [P]. fe C hy PA AT GOC. Eth r’ MWe M.G 
DEALS TAR Lgl ET p,gEQ. 十 是 , 集 族 


nf = IE cc, p), ty, 十 SR Cr o> par © AQ) 
SHIRT KE C 的 - -ARAA RART Gg) oga 
Ceg E nE XQ L 2 amn 
Hp = Min E, re nt 
则 U Cs oan 由 于 pir BC 2. pp), Crag) s (gs | 
oo RAE LE C, 这 与 C RRR RBA PI. ALC REA 
空 开 集 ， 

22. 存在 某 个 无 限 拓 扑 空 间 , 其 中 每 个 子 集 都 是 紧 的 . 

设 六 为 一 无 限 集 , 命 的 闭 集 为 避 , 汪 以 及 任意 有 眼 集 . ATX 
oe 个 开 覆 次 ,这 些 开 集 中 的 在 意 - :个 只 盖 不 住 有 限 个 集 , 鲍 
如 个 点 .于 是 ,我 们 可 以 从 这 个 开 覆 盖 中 至 才 选 出 2 个 开 集 , 它 
HERTA ni 个 点 . 因此 ;连同 前 面 一 个 开 集 共 至 多 2 十 上 个 开 集 
Bid Xit XERRI 显然 ,和 的 每 个 子 集 也 都 是 紧 的 . 

23. 存在 实数 集 上 的 一 个 Hausdorff 拓扑 , 它 的 任何 有 理 数 子 
集 的 导 集 都 是 空 集 . 

WX ARAM eo RB rE XS 

Uda = {ylis — y| <e RY yA rey HAR). 

不 难 验 证 ,全 体 Ut 生成 区 上 的 一 个 Hausdorfl HFb. Mo X A 
一 Hausdorll 空间 . 

KA X WEAR TR. ee xX ANe 的 每 个 钟 域 
ARA AMIE ere A BT rex 是 任 取 的 ,因而 ASA. 

24. 存在 某 个 无 限 折 扑 空间 ,其 中 不 含有 无 限 孤 立 点 集 . 

可 以 证 明 ,每 个 无 根 Hausdorff 空间 必定 售 有 无 限 孤 立 点 集 . 
对 于 一 般 的 拓扑 空间 ,这 -… 命 题 并 不 成 立 , 例如 , 设 XX 为 -无 限 
SMX HTH A 4A 为 有 限 集 或 为 室 集 时 . 令 轴 二 4; 当 为 
无 限 集 时 , 令 A=X. 于 是 ,X 为 一 拓扑 空间 . BX 中 不 存在 无 
RMR. 

25. 存在 某 个 非 高 散 的 拓扑 空间 ,其 中 每 个 紧 集 都 是 有 限 集 . 

我 们 知道 ,拓扑 空间 中 的 有 有 限 集 必 为 竖 集 ,但 紧 集 未 必 是 有 限 
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E, 我 们 称 拓扑 空间 外 为 tf SR. X 中 每 个 紧 集 部 是 有 限 
集 . 例如 , 设 久 为 桂 一 非 空 集合 ,在 玉江 缀 离散 拓扑 ; 则 关 为 一 cf 
空间 . 

除了 离散 的 cf 空间 外 ,也 确实 存在 无 限 的 非 离散 的 cf 空间 . 
例如 , 设 基 为 一 自然 数 集 ,他 

r= {1},{1.2 bt 2 Xj, 
WX Ok -AE ROY cf 空间 . 又 如 , 设 X 为 企 一 无 限 集 , 命 基 的 
开 和 集 或 为 空 集 ,或 为 其 补 集 至 多 是 可 数 的 , 则 苹 也 是 一 个 非 离 的 
cf 3 jy]. 

26- 存在 集 X 上 两 个 不 可 比较 的 拓扑 Ty 5 72 {8 (X¥.7 IG 
(Xm) fe] RR. 

HX AB ab EX Hath. RR AX OURS A 
MOT Rs Ret RR AX. CURA bw TE. 于 
是 ,拓扑 空间 (X,r) 与 折 扑 空间 (X .rm) 是 不 可 比较 的 , 另 一 方面 ， 
不 难看 出 ， 


PC, X FE db, 
f(x) = baa =b, 
lo r>a 


Æ OX TORX r) EA — PERS ATX Xr) i 
FRYER Th Ie]. 

27. 存在 两 个 拓扑 空间 SY x PRY 的 一 个 子 空间 ， 
而 了 BBX 的 一 个 子 空 间 , 但 三 与 了 并 不 同 肚 . 

在 实数 集 R ERAT. S X=00.1). Y=[0,11], 54 X 
与 了 上 都 取 相 对 拓扑 , 则 拓扑 空间 和 X 癌 胜 于 拓扑 空间 Y 的 于 空间 
ODY EF X MPRE Se |X 与 了 HRA. 

28. FEHR ARS ROARS SA 4 与 B, 而 不 存 
ERAR CAG {Œ /(4)=B. 

取 A~{0}ULI.2Z7U 3 BS [OITU 2 U3 iy 


po — 1], Lr 2, 
glx) = < 2， z= i, 
3 工 一 3 
fla] 4 到 子 空间 BLASER AT A BER ABS 
MIRR TER. RE R BR ERS PB CAD HR. 
29. 存在 某 个 非 紧 的 度量 空间 区 , 使 钱 上 的 每 个 实 值 连续 函 
数 都 是 一 致 连续 的 . 
我 们 知道 , 紧 度 项 空间 上 的 短 个 实 值 连续 函数 部 性 有 界 的 ,并 
BE :该 连续 的 . FR PRB. 
O ARS lh X FW AES SEER RR REA AYO X 
是 省 必 为 紧 的 ? 
4 才 度 量 空间 这 上 的 舍 个 实 值 连续 喇 数 者 是 -一 致 连续 的 ， 
WX ee AR AE? . 
Hewnt ”肯定 地 回答 了 第 一 个 问题 . 他 证 明了 ,为 使 度量 空间 
XER AL YX [每 个 实 值 连续 函数 都 昨 有 界 的 ， 
容易 证 明 APRS PTE ABO PMA EB 
FEN DAR ME RE A 上 的 每 个 实 值 连续 函数 都 是 
一 致 连续 的 . SAM SSMS] REECE LAME 
值 连续 函数 都 是 一 致 连续 的 ,但 该 空间 仍然 是 不 必 紧 的 , 例如 ,在 
SBR ROE eA , 即 
PED) = I oF yh 
ERR EaR, d) EY BS E PH E G9, TH RE 
BOE SEW). E ER CRORE RK. 
Hermann ”于 1981 F5 H. 9 ERE SS) OX BR ELA 
a PRE A 
(i) X LARIA E Se BYOB — SEE AY. 
Gi) 对 任意 e0, delre X.d(r) > 2) BABE Hp ett 
表 点 工 到 集 XM) HER. B 
dix) = inf{d(a wy) 和 和 NT， 


Qy a = ys 


30. R* AE FER EEFE. 
考 虚 二 维 欧 氏 空间 R 的 子 集 
X=(ald(z.p)=1 W dlr.p)=1}, 
Y={rldtr p=}. 
Bip. (—-1,.0.2,=—.0),f,— 65,0) LE 2). 
AiE X “jp Y FFA ILA. (a Bre eR XY. 
& g=f(O S XNOLY? =¥\igh IRA. HX AY RRR 
aR POR ATR AX Y ETRY. > 
y = (5 + cosd,,sind,), 


则 由 
gD = (5 + cold, + @},sin(@, + A) 
定义 的 函数 g: (0,2m) Y "是 一个 同上 用 映射 . 因 (0,2r)y 是 连通 的 ， 
MY WAM). 另 一 方面 ,X* 是 不 连通 的 .事实 上 ,因为 
G = (Cr. la > 0} {rr ol 
都 是 RR 中 的 开 集 ,所 以 
GoaX' NCSU =X NH 
HEX POA. 又 ,与 五 "都 不 是 空 集 .它们 不 相交 ,而且 
GUA" =X". 内 此,X'“ 是 不 连 遂 的 . 由 于 连通 人 性 是 拓扑 性 质 ,可 
WX YOR. AT xX SY cst fade. 


3. 存在 两 个 同 胚 的 度量 空间 SY. Hy pHa RB 
是 全 有 界 的 .而 了 中 的 有 界 集 井 不 都 是 全 有 界 的 . 

X= AO ATE RFEA AS 4 而 得 到 的 度 恕 空 
Y= (Rd RAE RTE 


d (ay y) 


而 得 到 的 度量 空间 . 设 XY ta FH SEXY 上 的 
EERI. 然而 ,XX PAAR RES THA. Y Tet ARP 
木 都 是 全 有 界 的 . 

$ 这 个 例子 也 说 明了 全 有 上 性 不 是 折 扑 性 质 . 

32. 存在 两 个 度量 空间 XX 与 Y, 使 XX 与 7 等 距 而 六 与 了 并 不 
oF E. 

AX AY sh Bes WX GY aX Ly 9 

距离 而 引 人 人 距离 . 例如 ,在 乘积 空间 AX PARA 
CC) he) rtd) = [ebay + d'it) JE. 

Ulami 站 提出 下 述 问 题 ,车 度量 空间 X: 与 Y 等 路 ,能 否 推出 
X DY 也 等 目 ? 

Fourmier* 人 “1 指出 ,这 个 问题 的 管 案 是 洁 定 的 . 他 的 例子 如 下 ; 

Tt R fe — ERK le] .Q 是 有 理 数 集 . 令 

X—QCR, 
Y={pv2|pé Q CTR, 
MM X 与 了 都 是 吸 的 度量 子 空间 . iE X RAF Y. 假如 相反 .并 
ig f EXI YEKEEN 
l= d0).1) = 4 (F000, f01)) 
= dip Za LZ) = vo po gl. 

因此 , “2 =! p-g|€O. FS. 

再 让 X* FET OY’. 

我 们 把 X* 与 YY 作为 的 度 屋子 空间 ,并 人 研究 映射 9，R -> 
Roa, 


+e 


tony = ew VE bay sz]. 


显然 ,9 是 民 到 民 上 的 一 个 等 了 映射 . 今 任 取 (p,g)EX*, 则 亏 (p 
一 0) 与 记 (p+9) 都 是 有 理 数 , 故 
aC p.q) = [fu VZ ipto Yijey’, 
BU @CX? CY? B--A ER Op v2 gy VZIEY pV 2 ， 
g v2 ) 是 tptard— m EX 的 像 AE OXY 因此 ， 
G(X?) = Y”, 
TE. WS g BOER LR g: XY 是 -…- 个 保 距 双 对 ， 
3X Bp. pD EX gl psq) =f pg). PA HW x? 与 YY: 是 等 踢 的 . 
注 Foureler 的 例子 中 ,让 与 Y 都 古木 完 兽 的 度量 空间 .于 
十 自然 产生 问题 ;车站 与 了 部 是 完备 的 度量 空间 , 则 Ulam 问题 
的 答案 怎样 ? 
33. 存在 某 个 非 紧 的 度 重 空间 , 它 不 则 与 其 真子 集 等 距 . 
如 所 周知 , 紧 度 其 空间 不 能 与 共 真 子 集 等 距 , 庶 当 注意 ,这 不 
是 度量 空间 的 紧 性 的 特征 . Foxt 纪 有 例如 下 : 
设 半 为 实数 集 RA TRE 


X=NU fa~ eq" ©}; 


FOP N AAR RE EX PRES BS) X 不 是 紧 
的 . fl PERSA SYR py ER SR BX A 
wR ATR SE. 

34. 存在 某 个 拓扑 空间 XX 的 点 都 是 函数 ,其 拓扑 相当 计 这 
点 收敛 ,而 天 不 是 可 度量 化 的 空间 . 

BOX DFE OL) 1 为 定义 域 的 全 体 实 值 连续 函数 的 空间 ,而 
= 由 邻 域 系 


一 和 Ce 一 
所 生成 oF WO. RES AP FSO X oO 
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TAR. RU RGR AR PR Th ne Ooh A gg MAMET 
TEL lj] Hamet H pirn eel REA Y F RRR A 
tri. HA. TET rejod] H reo A g 
BABA H aceti H mag RI A FHP eo A 
[0.1 4 PROF SE r IER a KAI n URR FR A xEF 
部 有 

ELE) -- gle)| < 
it AN X AVA PIR EEE Sk eR AES : 
G) rE lo.) loos ferent, 


GD mir] f(x) = 4, 


这 里 m 代表 Lebesgue 测度 . 那么 ,0 是 ARTE. E, E 
A RU ADRS A HEERE r 收 误 于 0; 那么 对 于 每 个 rE [0， 
Lj, ASS, Cr) URE 0 Xh Lebesgue 控制 收 敏 定理 , 当 n— colf 
有 


1 
| Fndz — 0. 


这 与 不 等 式 | Lode L MFE. 因此 ,4 中 不 存在 序列 { 户 } 按 
ROHR Th r Wes 0. Hie X AN LE BE A a 33 i. 

35. FERT BRS AS. RPGS.) em. BLS} 
FF — Buk BY. 

WX RES AL. SX 的 子 集 序列 . 再 设 Limsupis,) i 
XX 中 这 样 的 点 g 的 全 体 ,g 的 每 个 邻 域 与 无 穷 多 个 S 相交 ;而 
Limin So E X 中 这 样 的 点 gg 的 全 体 ,9 KBB Ae 
S, 9b VE SHA S. 部 相交 . B 

Liminf tS,) = Limsupfs ) ， 
MER iS, We Be TRAE SS Lim CS, TEA aL {Kk 
Lim gS = Liminf($,) = Limsupcs,), 
Wiliam 证 明了 如 下 定理 : 
定理 设 X,Y EZERS Aoo fo EX AY 的 
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mH. eX KY 中 的 图 像 记 为 CCCa 一 1 2.0), W 
LimGC/,) 24 BRERA XY HIRO. SARS) 
— Bede -F H F ee. 

William 指出 ,不 能 把 这 一 定 建 推广 刘 非 紧 的 度 其 空间 . 他 的 
全 -了 如下: 

ALO, 1] E eRe 


lis ca | 
A = Jn. gy S Em yl 


0, LO.) 中 的 其 它 点 ， 
MHA 4E0.1 上 逐 点 收 敏 而 非 一 致 收敛 于 fo. 然而 ,我 们 有 
LingsCf,) = GCF). 


=. 27. 


第 二 章 ”映射 与 极限 


引 a 

有 序 集 (, 近 ) 称 为 定向 集 , 是 指 对 于 任意 a AEDA YED, 
使 asiy, PEY. 

称 定向 集 (D, 志 ) 的 子 集 4 为 共 尾 的 ,是 指 对 于 任意 ED, A 
aE ATH aig. A ESR. ARM PRT oC DIF oan M 
ae A. 

YARE (GD WA EER. 以 ae 六 为 下 标的 了 的 点 > 
HRB isle DIH Y HEARR ICE ls. [eC Dt am s. 

eT ie. a DAR /:D->Y 所 共同 确定 
的 定向 点 集 (DD, 让 ,这 里 并 不 要 求 是 一 一 上 映射 . 车 对 二 所 有 €E 
如 ,都 有 5 二 3;; 则 也 得 到 一 个 网 , 称 它 为 常 值 网 . 

特别 地 , 当 也 =N 时 ,网 就 是 通常 的 序列 . 

RAR Y WER RM slee D, SHER A. Ra 
aED, A uE A PRPs. |aE DF ARIE A 0, ED. 4 ace 
a Gl D Hs EA RA isle D <j\BBE AR BIR Dp 
Ait e ED, Sea. A. 

称 网 ty | PEEL) BPs. (ee DFM, 是 指 存在 p 
E>D, {di 

G) t=s * p, BURT RED BER, T a= sum. 

GD 对 每 个 CE DTI BEE, ER YB, I POY) Zee. 

设 ( 关 ,为 拓扑 空间 , 称 关 的 网 {sa€ Ds ae OX OR 

o ÆN T r HEERE UE mn) AEH ED, E 
aa M s E BD 


KDD TU. 


MAS HI s HAF X HS a CHAM BT on AE 
Be. 这 时 ,zi 称 为 网 ;的 极限 点 We 
s, — r HE lims, = Eg 

定理 1 EX BSAA E XTE, n EX W a BA 
HRKI SHRI E Adro EAN s WAF r 

定理 2 HX Th S.A XTR er CX mE As 
SARS A PAR s HAF ze 

定理 3 折 朴 空间 总 是 Hausdor 开 空间 : 当 且 你 当天 中 每 个 
网 至 多 收敛 于 一 点 - 

设 s BHR AS BX ORM CXR a, 是 * 的 接触 点 ,是 指 * 
经 常 在 的 每 个 分 域 中 . 

定理 4 点 xz; EW s 的 接触 点 , 当 且 仪 当 s AFR cx. 

有 关 网 的 更 多 的 材料 以 及 上 述 定型 的 证 明 , 均 可 参看 f4] 或 
Lge]. 

设 科 与 了 都 是 拓扑 空间 AR /XY 称 为 半 连 续 的 ,是 指 
RY Page PAR Gf i100) 是 站 中 的 半 开 集 ， 

设 革 与 了 部 是 拓扑 空间 ,f:-xY RAS ESM. BIE 
G 是 Y PHARM FG X PWR. ;XX 了 称 为 在 点 
TONE SESH AMY PETAR OA SEC ME 
X 中 的 开 集 Off reo Fh oG. PX >Y 在 每 一 re XS 
连续 , 则 称 了 为 弱 连 续 映 射 . 

设 天 与 了 都 是 拓扑 空间 , 称 上:X-=Y 为 Darboux BRA. KE 
对 忒 中 的 每 个 连通 集 AL CAD EY 中 的 连通 集 . Be Of Oy EG 
射 .是 指 了 的 图 像 

GO = (Ce Fir) lr E X} 

是 XXY 中 的 连通 集 . 


L FEAR AREA. 
如 所 局 知 , 收 伍 数列 必定 有 界 . RE OR AN Ag R. 例如 ， 
F D=O DFE DELMAS RD AAR. oe 


+* 25. 


Dy ® r= oH (xe (OE D) EAE BING RB RY — 
网 . 

Hoo 1E RAEI r RRUG Wa, SE DIG RAFU 
Cen) BIH E E D, H 1 Sled, At RA rE Cre) RR ra ays 
1. {2A fas |GCDIRRELRH. - 

2. 存在 某 个 序列 的 子 网 , 它 不 是 子 序 列 . 

容易 证 骨 . 序 列 的 任何 子 列 都 是 子 网 .但 是 .序列 的 子 网 未 必 
是 于 列 .例如 ,我 们 用 蕊 表 示 正 实数 的 全 体 , 并 在 和 上 以 友 小 定 
序 . 对 每 一 上 E 和 , 令 [ 门 代表 不 大 于 上 的 最 大 整数 . 易 见 ,fzb:|zE 
诗 } 是 序列 {zx,|nE€EN} 的 -一 个 子 网 ,但 它 不 是 一 个 序列 . 

3. 存在 某 个 网 1xe IaE 4) 及 4 的 一 个 无 限 子 集 BB (x, | BE 
B} 不 是 子 网 . 

设 站 为 一 拓扑 空间 .zo EX Had KH xy MORRIE. > 

A= jela =U E Witla}. 

对 任意 BEAM om A GBM aSU ERa) B=VE 
(a) LUCY. 于 是 ,4 为 一 有 序 集 . 

Hae AER 2.CU=a, SW (a la@ AleX HTP. HE 
ld Can) HIM RE -- > Ua STR x, A Aa EE AY SB RV E A 
VAS FU 之 中 . 这 种 邻 域 了 的 全 体 记 作 RTE ,我们 得 到 4 
的 一 个 无 限 子 集 B 此 时 对 任意 BE 五 ,都 有 

Bp a, 

这 就 说 明 对 给 定 的 a.€ 4, 没有 8EB ft P20, 8) B REREN. 
PHE dra JEBTE r leE AAI A. 

FEST RAS. CREA. 

2S Fy TE) PAS AP E (Ga eB EK a. 例如 , 设 

A= 4e/0S xr 1}, 

WAX SRA A Sh r. 例如 ,可 取 = 为 一 切 有 
限 集 ( 包 括 空 集 ) 的 补 集 及 空 集 记 , 令 
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Biz, nE NICAL rerio) M AFTE BRR no 1 n>m 时 
就 有 n= Aire AB AR X Pe ARE. (HE 区 上 拓扑 
He MARE X MAR. 

s. 存在 某 个 扩 四 空间 的 序列 , 它 收 和 敛 于 该 空间 的 每 一 个 点 . 

it X AARE. Rit RH BSROURX 的 各 个 有 限 集 的 
RAR FEH X 内 任意 不 回 的 点 组 成 的 序列 收 襄 二 区 的 每 
一 个 点 . 

6. FER TERY LOATH 7, 5 r Aix He 7 EF x 
HA (on AR Tr RE x iE r 并 不 强 于 Tr 

FWE, E Sd. REX LOBES. d F d, 4 
且 仅 当 erid) A er Cd). FE FG Fh SE H OX CX) 
Ht RF roM H eel DA reer.) 但 道 命题 并 不 
成 立 . 例如 , 设 


X = z|o rlt, 
fe X SESH RA OCRE CE XKE- ES iE. 如 此 确 
定 的 开 集 族 形成 XX 的 一 个 拓扑 o RAEN UR R h r BW, 
fr PERS BU ro 

Wr. re X, H rare) WE OR on, 4 ncn, 时 
aoa. BSE BUT, a hyr SR 

U = CX\ {rx}) U br} 
推 知 ,z DERFRA i ni Etn 之 下 的 极限 ,此 为 矛盾 . 因此 , 当 
nn an= s AM ter lr). 

7. ESATEAN A. 

E XES PL) as al. BY X 的 每 个 子 集 非 开 即 闭 . E WE. 
Hausdorff 门 空 间 至 多 有 一 个 聚 点 . HELM ists. Be 与 :部 
是 苹 的 入 点 , 则 存在 不 相交 的 开 集 下 与 ,它们 分 别 含 有 1:1 与:. 
于 是 ,t 是 UU 的 聚 点 , 搬 引 言 中 的 定理 1, 存 在 网 (x1a€ DCL, 
ith fii l 


lima, = £. 


F ES iade DU A s Bit ERAR ED BH XE 


了 


bo 


的 聚 点 : 咎 玉 . 故 五 未 是 闭 集 , 这 与 总 为 一 门 空间 的 条 件 发 生 政 
盾 . 

8. CFE AUA x ARRA p EER PEF x3 A 
We EE SE SH DR A F x. FR 
此 不 等 价 . 

APEI AX MTE 4. 不 难看 出 ,3?" 昔 泣 2*. 放 2° 
1]; 但 其 逆 并 不 成 立 . 

例 1 不 能 由 1 推出 2° 

i Xfer CA A E- ESTAR. SX MARS 
FEA NC i SE AS ME EAER X A — PF r. 

OX PA A= (| FSS RX AEM or Be AY 
集 点 ,因此 A=X. 另 一方 面 Hiler X PR- AARTE EA 
a ARER WO FEE PK mo 当 een, 时 就 有 ree PRI 
明 任 一 点 CX ARE A BR MB ANC A A o IF 
Bl. 

Bl 2 不 能 由 全 推出 3°, 

设 拓 填 空间 了 只 含有 三 个 不 同 的 点 ab.c. MEA X HE FP 
集 荐 含有 点 4 WETE DE. HoMe RETE AS {ta} 的 聚 
点 ,因此 ;A==X. BB nS = a UX 的 常 值 序列 {x ES a. 
pe 为 极限 ,因此 ,不 能 由 2° HE EB 3°. 

注 AH ED ae Mit] X 满足 第 一 可 数 公理 , 则 1° 蕴涵 2", 从 而 1° 
与 28 ifr. A X HET, 2S fe] WN 2° 蕴涵 ,从 而 2 与 3° 等 价 .特别 ， 
对 于 度量 空间 击 言 ,1°,2° 与 3° 彼此 都 等 价 . 

9. FEET RAR AM ARES. MES 中 不 存在 收敛 于 该 
聚 点 的 序列 ， 

下 面 的 例子 是 由 Priestley! EH ay. 

设 多 是 由 区 间 i50,1] 到 [0,1j] 内 的 一 急 函 数 rer) 
Rtt X CERERA r HEUG vest) cet ESE DD 


人 
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的 集 ,这 里 oO, LELO L] =1,2.- on ER. (x. ERR 
Fa SEP x 当 且 仅 当 对 每 -- 2 10.1). A 
lim x (E) = at), 
据 Tychonoff 定理 ,和 是 紧 的 . 
对 有 理 数 集 的 每 个 有 限 子 集 4= 14}, 使 
Ota, Sate oa, <1, 
HIE RA ca; 其 图 像 如 下 t 见 图 3). 


l 


图 3 

令 SCX 为 所 有 xa 所 成 之 集 , 则 5 为 一 可 数 集 . 易 见 ,对 于 应 

数 z,(7) 三 0 WS xy 的 插 一 邻 域 
U = {or est dust tas 

$A UCM NS. Ait, ETAR SH PRA RS 
中 不 存在 序列 {zx,) {SUR r SE EMR oe ARE ro 
那么 根据 Lebesgue H Fuk Bee BAGH 
Dd = | sae = 0, 


lim 
mtr: ii] 


然而 * 由 于 对 任何 rE SAE 
Pawas = + 
故 这 是 不 可 能 的 ， 
10. 存在 某 个 非 第 一 可 数 空 间 ,使 得 每 个 集 的 每 个 聚 点 必 是 该 
集中 某 个 序列 的 极限 . 
如 所 周知 ,在 第 一 可 数 空间 中 每 个 集 的 每 个 聚 点 必 是 该 集中 
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BE > Fe Sl) BS ER. ae YE a oe a a HH a a. 例如 ,设立 
为 日 然 数 集 ,对 每 个 自然 数 pol. > p PBR A phat pi, 
& p PA BIRV NEA 1 HEE PRR E S dea EV 
中 其 余 的 点 都 是 形 如 otal DN RR ee A Re 
body. 

Sy UL DPR RE A SB Be POX LKA Mil Xx A 
一 拓扑 空间 . 显然 X 还 是 一 个 Hausdorff 空间 . 

《 兴 不 是 第 一 可 数 空 间 , RERE RV aE 1 的 无 限 的 
H RFP 9 A 基 给 定 的 旦 然 数 . 由 为 上 的 每 个 令 域 会 有 了 2 C22 
1) 二 1 的 无 穷 多 个 元 .所 以 1 是 数 集 {2:121 一 1) :1 的 聚 点 ,于 是 ， 
FETE ARR Lo tE 


(2, — LIE Vh 
令 VW 为 所 有 形 如 222 IW ARR 1 所 成 之 集 ,这 里 站 二 1， 
Zou. fi 2d WV ALA PBR. MRR. 但 是 ,内 于 
2°(2i, - 1) EVS Bye), 

E VeV AD CR=1,2,0°). 0 GLX BEB — uJ BSS fH. 

GX PRERA R AE E PES A ATER. 事 
SFR ACK RARA DAH SET ARMA ERG 
Be BRM LR 


208 OO DEA 
于 是 ,存在 {=m ammar, (E m le ls H 
lim2*(2m,— 1) — 1. 

11. 存在 两 个 拓扑 空间 ,其 中 每 个 集 的 每 个 聚 点 必 是 该 集中 某 
个 序列 的 极限 ,但 其 积 空间 却 无 此 性 质 . 

设 鲜 一 [0,1j] 并 在 关上 取 遂 常 拓扑 , 则 关中 每 个 集 的 每 个 聚 
ES FE TK BBP SE PE Fd EARP 

MRR 足 带 有 通常 拓 计 的 实 平 面 ,A 是 形 如 (x,0}) 的 点 的 全 
WOR ee RY 是 R* 的 一 个 分 解 , 它 是 由 4 以 太一 切 单 点 集 
zy 所 构成 ,其 中 Cryy) 吉 A 在 YY 上皮 度 拓扑 . 显然 ,Y 中 每 个 
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集 的 每 个 聚 点 必 是 该 集中 某 个 序列 的 极限 . 令 
B= 人 | 到” 

MODERE B ARAO E PRAF IAEA O A). 

注 Michael “iH Pryce YH Eh A: BR G4 Hausdorff 空 
问 , 其中 每 个 集 的 每 个 聚 点 必 是 该 集中 某 个 序列 的 极限 ,其 积 是 否 
必 有 这 个 性 质 ? 

Boehme 和 Rosenfeld :指出 ,在 连续 统 的 假设 下 .这 个 问题 的 

12. RA o 聚 点 与 紧 聚 点 这 三 个 概念 两 两 相 异 . 

易 见 BEBE RE o RRR wo RADARA HERA ,我 们 
党 出 反例 如 下 : 

Hl 某 个 集 的 聚 点 , 它 不 是 该 集 的 名 桶 点 . 

设 久 为 - -不 可 数 集 , 空 集 届 以 及 一 切合 有 固定 点 xz 的 集 作为 
六 的 开 集 , 则 毕 开 和 集 族 确 定 卫 这 上 的 一 个 扫 扑 . 又 访 了 是 含有 点 
PINT RW yer PRY 的 聚 点 .但 y RARE Y N o 

例 2 APRN o RA, ERE AS RRR. 

设 天 为 实数 集 并 取 通 常 拓扑 . > 
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则 0 是 4U[2,3] 的 一 个 w 聚 点 .然而 :0 RR AB AUL2.3 1008 

13. 一 个 非 Hausdorff 空间 ,其 中 收 租 序列 的 极限 都 是 唯一 
AY. 

如 所 周知 ,在 Hausdorff # fit] Py ke SFE 470) Be BE Dh aE ME — oR 
Wid a ee IES ae ye. 我 们 介绍 Slepian 的 例子 如 下 ， 

设 RAKARE. > 

r= {RAAT RA BSA US, 

则 + 是 RR 上 的 一 个 拓扑 . 


= 总] 


先 证 AN FE Hausdorfl 拓扑 . 
设 >EDEreyYcEr: 假 定 忆 站 7 一 名 ,我 们 将 证 这 是 不 可 能 
的 ,车 完 上 ,根据 拓扑 = 的 定义 ,存在 ACR A SEB 
U = RMA, 
BUNV=Ø.HAVCA, FEV 也 至 多 可 数 .又 存在 BCR EB 
至 多 可 数 且 


V = RME. 
因此 ,KR\V 也 至 多 证 数 , 从 而 RV U CRAY) BS OR oR. 可 见 
UNVÆØ , Bp rE Hausdor{f 拓扑 ， 
再 证 R Hp oie see Fe ll By a BB E E --. 
假如 RP FE PERE DES u= (u BE x. MIA y Ae 
Éy R rER iy ,于 是 存在 nEN .使 
tali E Non jt CRY}. 
Ali, | JEN asi} — By ie 
YER | ENa Er 
于 是 存在 台所 N, {Ë 
人 所 
特别 ,我 们 得 到 un-e (ees (GEN mj} IK ART AY. 
14. 存在 某 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 上 的 映射 , 它 是 连续 
的 .但 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 
设 f(z) 一 eicosx ,定义 域 与 值 域 均 为 带 丰 通常 衙 扑 的 实数 人 
RWS BERN. 还 容易 证 明 ,f 在 开 区 间 (--coo,0) 内 取得 最 
小 值 


#| — Tr =- — 
META A ZE RER SU ODAR D Fe, 
OAR R PIA B S REIRA. AI, (nhi R 
PARR T 
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不 足 闭 集 AF 不 是 闭 映 射 . 

15. 存在 某 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓扑 空间 上 的 觅 射 , 它 是 开 的 
和 闭 的 ,但 不 是 连续 的 . 

OX CAG TR fa | +W= 1) Y AERE LO, 20). 
EXSY ESCH AGP. MIRA fF Hey) r= 
cos, y = sinf, QAAL. 

Ci) 映射 ERIT AE. 

RN RA EM At Pe Se Bal. i ACY A O r0 
oo) ,出 


af tr, — azy + Cy — v= vi {cost — cos??? + (sing, — sinf)? 
-= Qir om), 

BIE, Carey = fo!) EE BEY. 

Gi) BON 了 在 点 (1,0) 不 连续 . 

BE tas vn CLO) Gn +00), ÆR z, = cos0, s ya = sini, 于 是 得 
Nc. 1s yni), 因为 

tani, = = . a, = are cot 2, 
所 以 
lim 如 = i, lim Ü. = In, 

RIAT 在 点 ,0) 不 连续 . 

注 AWER, H RE) REBI EE AIME E AE a G. 
上 述 反 例 说 明了 HH R BYR 的 既 开 且 闭 的 上 映射 未 必 是 连续 映射 . 

16. 存在 某 个 招 扑 空间 到 另 一 个 折 扑 空间 上 的 映射 , 它 是 六 
的 .但 既 不 是 开 的 也 不 是 连续 的 . 

eX APACE AL Ges) lo? ty = 1} 为 区 间 [0,2x), 在 六 
SY 上 都 联通 常 拓扑 . 令 喘 射 fA 


让 oO CE 
{cost sing) — [7 go 
lif -- R, TK T ET, 


RA SRX 中 的 开 的 上 半圆 周 为 Y 中 的 单 点 集 10} ,所 以 不 是 
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FRIT 又 了 在 点 51;0) 不 连续 而 日 只 在 该 点 不 连续 (参看 例 15). 

HE S ERA. fA. BN Ae EER ACK. fE B= 
JAE Y PARK. 于 是 存在 好 .) 己 五 ,使 得 

b= bla eon), 
而 be B.A B- f(A) MEE AEC AMA ad= b HF A 
Fe I? HA APA ESE AT a EU RE 1a.} 收 
os 
ime, =a EA. 
因为 be BATA 
fia.) = bb A flan x), 

ATS E a a. AS EX ER AE ACO. a= 
(1,0). {HAE i BR Ba) BP 2 OF AG 
点 41:0) 的 子 列 , 在 前 一 种 情况 ,将 是 名 一 0E 瑟 ,这 与 太一 6 在 百 巴 
Js ;让 后 一 种 情况 ,在 Y Aib TAERA ,也 将 导致 矛盾 , 所 以 了 是 
PALER AT. 

17. 存在 某 个 拓 押 空间 到 另 ~- 个 丘 扑 空间 上 的 映射 , 它 是 连续 
的 和 开 的 ,但 不 是 闭 的 . 

设 针 与 Y 分 别 是 二 维 欧 氏 空间 OR? 与 一 维 欧 氏 空 间 R, 再 设 
映射 为 射影 P: PCr,y) 一 zx,P BRERA REN. 又 集 

F= ls ly = i> o) 

fe X BATE, MPS ir or E Y 内 不 是 闭 的 , 故 卫 
AR SE PBR SY. 

18. 存在 某 个 拓扑 空间 到 另 一 个 拓 措 空间 工 的 缺 射 , 它 是 
的 ,但 既 不 是 连续 的 也 不 是 闭 的 . 

设 (X,r) 是 实 平面 ,其 拓扑 z hs OL E OT By A AY Bh 
集 组 成 ! (7 ,a) 为 实数 集 R Ath e 由 空 集 多 以 用 有 限 集 的 补 集 
组 成 ,再 设 上 映射 为 射影 P; Cr, ye. 

于 是 ,P 是 开 的 ,这 是 因为 (X,r) 内 的 任 一 非 空 开 集 必定 包 合 
有 -- 条 水 平 直 线 , 它 的 像 是 R. 另 一 方面 ,P 不 是 闭 的 ,因为 xER 
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的 点 (as0) 的 集 在 4X OAR HREM REY OA SE 
的 . XA OAE-FR RM ERY ETE, BACH 
REI OAR AEE HSE TE PAE BER). 

19. FERS AAP Sil THR. Cee 
的 和 闭 的 ,但 不 是 开 的 . 

设 闵 与 了 都 基 闭 区 间 [0,21, 并 在 X SY ERRAR Ath. 
FAIR 


0, Orel. 
MO), cad, 
TA. Bea. RBA X SY eR is le] PA PPX 
的 每 个 闭 集 映 成 了 HM) PE (EX PARE G= (0,1), 
LOSEY 中 不 是 开 的 ,此 f 不 是 开 上 映射 . 
20. 存在 某 个 一 对 一 的 闭 映 射 , 其 递 映 射 不 是 闭 映 射 . 
BEX=(2|OSe<1}.¥='cl0<eS3}U@) HEX SY E 
都 取 通 常 拓扑 , 令 


f) 一 


z, gral, 

2, 工 一 1. 

易 见 , 池 旦 瑟 到 交 王 的 一 对 一 的 映射 , 旦 地 把 蕊 中 的 每 一 闵 集 映 
RY 中 的 团 集 ; 即 了 是 闭 映射 .但 道 映射 


z=) > oyl, 
l y= 2. 
不 是 闭 映射 ,因为 它 映 YY PAARL DA X HAERE). 

21. 存在 某 个 拓扑 室 间 XX 到 另 一 个 拓扑 空间 Y 的 两 个 连续 而 
不 相等 的 映射 ,它们 在 无 芍 其 个 稠密 子 集 上 取 值 相同 . 

可 以 证 明 , 兰 五 旦 拓扑 室 间 X MISH POE AE RS. 
Mf So g Æ E SM Hausdorff 空间 了 内 的 连续 映射 , 旦 对 任意 
户 E 了 ,都 有 .Ap 一 EC， 则 对 任意 pCE RA Sg 

应 当 注 意 . 对 于 非 Hausdorlf 空间 Y, 这 一 命题 不 再 成 立 , 例 
WO. EX A RE CX EL a RR X 的 每 个 含有 a 的 
这 和 神子 集 CaS X TRAM PCA OS MY) xX HR 


255 = 


扩 扑 空间 .但 不 是 Hausdorff = fe]. & 
P= {1.3.5."}, 
Pe X PRA. 又 对 EX, 令 pe ii 

gZ o 1) = 2k — 1, g( 2k) = 2k + 2, k= 1,2, 

WSS g 都 是 从 XX BX RR. A pe PIN. fC p)— 
gp). Ri. H p WR Spe Cp). 

注 可 以 证 明 , 若 与 和 是 拓扑 空间 X 到 Hausdortt 空间 YY 
的 连续 映射 , 则 和 傈 

| E = {rr = gler E X} 
fe X 的 闭 子 集 . 上 述 反 例 也 说 明了 当 Y 不足 Hausdorff + fa) Ay. F 
未 必 是 X KATE. 

22. 存在 某 个 不 连续 映射 , 它 把 紧 集 映 成 紧 集 . 

如 所 周知 , 设 站 与 了 MEPS. XY 是 连续 映射 ， 
则 产 把 玉 中 的 紧 集 蜡 成 Y 中 的 紧 集 .上 应当 注意 ,这 个 命题 之 首 并 
不 成 立 . 例如 , 设 为 实数 集 并 带 有 通常 拓扑 ,映射 定义 为 
0, ra, 

1，7 全 
此 时 尺 中 的 任意 一 个 紧 集 的 像 最 多 只 含有 两 个 点 ,这 当然 是 尺 中 
的 一 个 紧 集 . 然而 二 并 不 连续 ， 

可 以 证 明 , 若 了 :和 -YY 是 将 关中 每 一 紧 集 映 成 Y 中 的 紧 集 ， 
和 且 /是 单 射 , 则 了 必 为 连续 映射, 上述 反例 之 所 以 得 以 成 立 , 是 因 
为 了 不 是 单 射 . 

23. 存在 两 个 连续 闭 映射 /与 g, 使 /Xsg TEARI. 

B 基 一 [0,1),7 了 二 [0,1j, 并 在 芝 与 上 都 取 通 常 拓扑. 我 们 
考虑 恒 等 喘 射 g:1>1 及 常 值 映射 /:X 一 了 一 10). 显然 ,g 与 了 都 
是 连续 闭 映射 ,但 是 ,映射 

P< e:X XI--¥ x] 
不 是 闭 的 .事实 上 , 令 有 二 xg, 并 今 


所 二 {ii 1 1i 


fla) = 


a = lei, 


+ 
moo! 
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Mj F Xx hp E, i A OE Yx i E Ag. 
24. 存在 半 连 续 而 不 连续 的 映射 . 
TA ,连续 映射 必 为 平 连续 映射 ,但 送 合 题 并 不 成 立 , 例如 , 设 
文 一 Y= 二 [0,1] 并 取 遂 常 拓扑 . 令 / :XY 为 
] 
1,0 rz = 
| 7 
f(r) = 


> p = l. 
i 5 re 


则 了 是 互 到 了 的 半 连 续 而 不 连续 的 映射 ， 

25. 存在 两 个 半 和 连续 映射 ,它们 的 和 与 积 并 不 半 连 续 . 

如 所 膨 知 .两 个 连续 映射 之 种 与 积 仍 是 连续 映射 .然而 ,对 于 
De Pl. BE X =X, = X= 
Co LIH ROR A iih Iki) AXX GE 


T 08 rs O° 
Fix) 一 
0 4 <9 1 
映射 f 2: XX, 定义 为 
0, EEES 
Fale) = 4 ] 
l, yrs] 


WA Sf. RA OTe A. 
26. FERT EERI I SR. CER, 
设 X=¥=(0,1 Ff RGR Wie th eR KY 定义 为 
fc) = at, n= 1,2, 
Fur XY $2 (7,0 DERRER 这 里 
[°° Garl, 


ils r= hl, 


Í (2) = 


但 六 不 是 平 连续 的 ,因为 


pel EY HAAF i 
fet | pot |] = Obie x ARER. 


27. 39° 2 Sh oh Bt 5 85 ice oe PR BO a a. 

第 一 倒 9" ESET A TE EM. 

Ww XSi bhh HENS XY lab h END, a}. 
iby. & 

fry = x’. 

WA fasa E fatima h META a ERE XA 
Faia h ATUA XY 不 是 弱 连 续 的 . (HEE lo” SG 
Ria Vata op Ss f CS Be. a AY 是 给“ 

第 二 例 WES AB "连续 的 上 映射 ， 

EXS izon b RRID, {rp X YS lv wi FRAD, 
{yx} 及 并. 令 


LELI = ye i= 152, 
则 映射 /: X=Y PRIER. A 
{ye}? = fon} N a = iate 
HF OSa iie) RE X PHAR SER ERN. 
28. PEAS E FMA ET A. 
EA ET AE AE aE AY, 
E X=Y= [01 LEX LRR ih m Y ERAF : 
Y 的 子 集 G 为 并 集 当 且 仅 当 GG 为 室 集 或 C 为 至 多 可 数 集 
设 .XY 为 恒 等 映 射 .由 于 Y RUE ES PR CAG 
-Y, 因 而 /是 弱 连 续 映射 . 另 一 方面 , 取 x= 二 EXX, 则 
jiga 0 
WAY PRAA OAF CGS) PCr =a, GG ak 
Firad FOO) Gi ve), 
因此 ,了 不 是 序列 连续 的 . 
第 二 例 “序列 连续 而 不 弱 连 续 的 映射 
取 第 -- 例 中 的 拓扑 空间 义 与 了 ,并 设 /:Y->X HT E. 
易 见 ,/ 是 序列 连续 的 , 另 一 方面 ,对 X 中 的 开 集 GG 一 | 了 ,地 | ,办 


= 38+ 


Y + fo aE aR Se I ee eb EO OT Ha Y 中 的 任 一 非 空 
HE 0 〇 ,包含 关系 
FO = OTCG 
BRAS Ae Ro. 因此 ,/ 不 是 弱 连 续 的 . 

29. 序列 连续 且 弱 连续 而 不 弱 " 连续 的 映射 . 

wX=L0.1 m X 的 非 空 开 集 为 其 补 集 至 多 可 数 的 集 ; 肯 设 
Y= leb Y FRAD lt RY. G XY A 
Ja, XY 为 关中 的 有 理 数 ， 
Jo. WX PETES. 
Eir OCX H rnr HX EPPA AE BR ne, n> 
m BEERE xz, 一 +. 因 此， 

lim fC.) — fl), 
AD 是 序列 连续 的 . KA Y PRE ETE C, 都 有 局 =Y ,故地 
ASHEN). (ARTY 中 的 开 集 :a}， 有 
{a}? = far N tb} = 16}, 

ii f ‘ChE PAAMS. GREE A SP TES E. 

注 Levine" JEH 7.4 X SY MBB Heh aM ff; 有 一 YY 
awe AR S PERSIE SE BG ERE. 

30. PF F E E O55 * 连续 而 不 弱 连 续 的 映射 . 

设 X EA 29 中 的 拓扑 空间 ,= {4,48}, 了 MARA, fat, 
RY. S 


fix) = 


ia, z E X AOA IRR, 

b, a E X AAR. 

BIR RH XY EFI EAD. 由 于 
lat = sA, 

LA Y PEENE G S UCORE X ARSE. luk f E 

3 连续 的 ,但 二 并 不 弱 连 续 ， 因为 四 去 | 一 <, 面 fa} 是 了 中 的 开 


f= | 


集 , 志 {4a} 一 fa) KEERT BW JPR O wA f(D) lat. 
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31. B St BE pE A ESE BY Sj. 
i OX EA 29 中 的 拓扑 空间 ,7 一 feat Y WHEE S al K 
Y. $ XY A 


jas a WX HAG ASEM, 
lo, by X PREEK. 
AORE X PANIES FRIESE BAIE FEELS 
连续 . 

32. 存在 某 个 具有 强 闭 留 像 的 弱 连 续 瑞 射 , 它 并 不 连续 . 

设 久 与 了 是 拓扑 空间 ,/ XY. 

GO) = {rf rE XL TXY 
称 上 映射 上 具有 强 闭 图 像 ,是 指 对 每 个 人 Cry) 在 避 5 门 , 分别 存在 客 有 
zx 与 3 的 开 集 0 与 V, 使 
UxMNGh = Ø. 

映射 XY PS ATT PARR ER SUR OOO X XY 中 的 
闭 集 . 

显然 , 若 了 具有 强 闭 图 像 , 则 / DAA. 

Herrington 和 [ong'"* 指 出 ,具有 强 闭 图 像 的 弱 连 续 映 射 未 必 
连续 . 设 久 二 [0,1] 并 取 通 常 拓 扑 . 了 一 [0,1], 在 YY 上 取 通 常 拓扑 
连同 集 4= {rlr IHRM ri. 

BRERA XY 具有 闭 的 图 像 . 此 外 ,这 个 图 像 还 是 
强 闭 的 . 然而 ,了 并 不 连续 ,但 它 是 弱 连 续 的 ， 

HE Herrington 和 Long 指出 , 若 了 是 紧 拓 扑 人 空间 , 则 对 任 -- 
拓扑 空间 X, GARGS XY RA MRR. S 必定 连续 . 上述 反 
例 说 明 卫 当 了 不 紧 时 ,即使 地 具有 强 闭 图 像 旦 弱 连 续 , 也 不 能 保 
证 上 连续 

33. 存在 某 个 具有 强 闭 团 像 的 映射 , 它 并 不 弱 连 续 . 

设 和 一 [9,1] 并 取 通 常 拓 瓜 ;YY=[o,1], 在 了 上 取 实 数 集 的 通 
常 拓扑 的 相对 开 集 连同 单 点 集 { 羡 | 作为 了 的 子 基 . 


虽然 , 恒 等 映射 :XY 具有 强 佬 图像 ,但 /在 < 一 立 处 并 不 


F(z) = 


"dD + 


弱 连 续 ,这 是 因为 对 于 工 中 的 开 集 = [> | TREX 中 不 存在 全 


HATO O, (OCG [> 上、 


34. 存在 某 个 具有 闭 国 像 的 映射 , 它 的 图 像 并 不 强 闭 . 
EX LY PH SES XCY. SWB SRM. 
则 Sf AIR. MESHED eh eS SF A ar. 例如 , 设 
X =[0, 1 FRIRE th Y= [01x [0,1j; 取 了 了 的 -- 切 通常 并 
集 连 同 集 族 
Of = YB X (9) |B CCU 
EAE SSE. TEX 与 了 都 是 折 扑 空间 . EE BRAN XY 为 
j(2,0), 240, 
fay ld.D.,a2=0, 
WW F RRR OCA X XY HRA ATT. COD XKY 中 并 不 
强 闭 . 
35. 存在 某 个 Darboux RA. E TE E ER SH. 
3 SUE WA. 36 SERRA Darboux Bh Sy , {Bi Ar ARSE AR Re. 
MM. ER be RRR 了 如下: 


5 j 
= 


[sin + > F 


Fer) = z 
lo 


则 了 是 Darboux BES {E E RARER. 

下 述 问题 尚未 解决 : 

问题 1 是 党 存在 开 映 射 , 它 不 是 Darboux At? 

问题 2 SAMI ASRS EM MAAR RD RMIT 
BAT > ETE AT --- AE 上 都 不 是 Darboux 映射 ? 

问题 3 是 省 存在 开 的 无 处 连续 的 Borel 函数 ? 

问题 4 Abas 的 答案 是 肯定 的 , 则 是 杏 存 在 第 二 类 Baire 
图 数 , 它 基 开 的 旦 是 无 处 连续 的 ? 

36. 闭 映射 、 诱 导 闭 映射 与 仿 开 映射 之 间 的 美 系 . 

高 国 十 “引进 了 诱导 闭 映 射 的 概念 , 它 是 一 业 广 泛 而 常见 的 


-dl * 


映射 ,日生 有 良好 的 性 质 . 

Path 2s ih] X 芭 拓扑 空间 Y 上 上 的 满 映 射 了 称 为 诱导 闭 映 射 .是 
指 存在 子 集 XCX, tE 

FIX) =F, 

HL FIX: XY SPA. 

Mi Fh 3s tel X BATH Se BOY URRY POS hd A 
每 --yEY RX PHB HR GIS yi A VE CFG). 

AAH E CHR as Ay BS BY SSD RD a 
I. Ht AE. 

倒 1 FEES IH EA LS RH. 

Be X LEMS H RY GUAR TAY FT EX fal Ca BE A pi 
得 到 的 商 空间 . 商 映 射 XY BAA. M EH Y 中 的 单 
Rip hE. ERR RY, XK POR OK 一 Y， 
wi 


Xo [| lush) eS, 
取 xex N Cad). M(x) EE ROR OX, OA H 
(FIX) Er) = flr) = p. 
(fi piR BY Phase ae f RR GT. 

例 2 存在 其 个 诱导 闭 映 射 , 它 不 是 闭 映 射 . 

PAE XX Y BAX LE P Rait RY 
RHE -RPFRY, WP XXY, EIRA PLY xy, ROR SAK 
P 是 诱导 闭 映 射 . 

37. 存在 某 个 留 包 连续 映射 . 它 却 无 处 连续 . 

设 半 与 了 邦 是 拓扑 空间 ,映射 SN HY REA CXA 
包 连 续 的 ,是 指 对 了 中 的 每 个 开 集 下 ,满足 PEC AEX pH 
IFE OER reo HST. BRS KY 2 X | EDT ES 
的 ,是 指 在 每 一 点 xE XX 都 是 闭 包 连续 的 . 

Andrew 各 Whintlesy! UE] £49 X 5 Y MARIAH SL, Sf. 
AY fe X AEE EX bY GLEE. ORT a a BS 
MH ARM. Pil i 和 = 了 一 [1], 规 定居 的 开 集 为 空 集 以 及 其 


saga 


补 集 为 有 限 的 集 ; 而 规定 Y 的 开 集 为 空 舍 以 及 其 补 集 为 至 多 可 数 
的 集 . 易 见 ,这 些 开 集 族 分 别 确定 了 半 与 YY 上 的 拓扑 . 

A XY 为 恒 等 映射 . AY hee ESSEC RA GY., 
i (TEX PAPERS. 然而 :对 任 一 点 ee XS CER 并 不 

38. 存在 拓扑 空间 考 ,7 及 映射 PX -> 了 ,本 了 在 某 点 连续 而 不 
HEHEH. 

E X SY REHIMEN. A XAY EX KMS SP EX 
FIGHE ER. 应 当 注 意 , 当 /在 某 点 ce OX 连续 时 ,f 在 该 点 
林 必 闭 包 连续 . AGE X tabe) FRE Ala). lab X BEE 
Ms ABE Y= iabe FRH ad) hY ROR PX SOY 为 
EIRIN. 虽然 ,了 在 点 4 连续 -但 对 了 TFE G= iab) G 
iab 0 X PRA A 6WITR OS {ab E O-X RAAME 
Xokk 


FOO EG, 

即 了 在 点 上 并 不 团 包 连续 . 

39. 存在 某 个 正 财 空间 半 到 拓扑 空间 Y 的 映射 RS AERA 
闭 包 连续 而 不 连续 . 

WX AY 都 是 拓扑 空间 ,f/f;X 一 Y EEA .ce 人 入 连续 ,此 时 
还 不 能 保证 上 在 该 点 闲 包 连续 (参看 例 38). 可 以 证 明 . 当 着 是 正 
则 空间 时 ,就 可 以 由 了 在 点 ee X 的 连续 性 推出 上 在 该 点 的 闭 包 
连续 性 , 然而 ,这 个 命题 之 道 并 不 成 立 . Ef XY 是 例 38 
中 的 映 话 入 拓扑 空间 , 则 产 是 正则 空间 .由 于 天 中 的 每 个 非 宅 开 
EGRA GSX ERR S YX 是 闭 包 连 绪 的 .但 广 :在 点 
aE YHA JEH. 

40. 存在 弱 连 续 而 非 6-s 连续 的 映射 . 

BX SY MULT SAS XY. PRO fo Os 连续 的 ， 
是 指 对 每 一 上 EX 和 半 开 集 GO (rz), 存在 zx 的 开 分 域 O, 使 


FLOOD CE, 


Rr: ie 


显然 ,Ps FE SER HY FE Sg Ee. F aa 
1h eH We. A X label FATER 
r= (Ø, {atbh {ah}, (ab cy}}, 


则 闭 集 族 为 

a = {Ø {bch laachje} abeh). 
TR EERI S: OA SX DES ME EAN. (OS 
不 是 Ons 连续 的 ,因为 全} 二 {8,c} ,cE TE JAE TIL c HFR O, 
i eo =OC KS}. 
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第 三 章 ” 可 分 性 与 可 数 性 


a] 

可 分 空间 、 第 一 与 第 二 可 数 空间 等 概念 己 在 第 一 章 的 引言 中 
作 了 解释 ,现在 再 介 绍 -- 些 与 本 章 有 关 的 购 念 如 下 ; 

拓扑 室 间 X 称 为 满足 可 数 链条 恰 , 是 指 X 的 每 个 开 集 的 不 相 
交 族 是 至 多 可 数 的 . 

拓扑 空间 X HH Lindelöf 空间 ,是 指 夺 的 任意 开 覆 盖 有 可 
Fa E. 

Hiba X BK EAS Lindelof 空间 ,是 指 X 的 每 个 子 空间 
是 Lindelöf 空间 , 同 埋 可 引进 遗传 可 分 空间 等 概念 ， 

我 们 用 CCS 和 工分 别 代 表 第 一 可 数 空间 ,第 二 可 数 空 
闻 ,可 分 空间 和 Lindelöf 室 间 ,这 些 空间 的 蕴涵 关系 如 下 : 

BS 


ae 


C 一 5 一 满足 可 数 链条 件 


U =、 
Sop 


随后 的 例子 将 票 表 明 , 几 是 上 面 术 曾 列 出 的 蕴涵 ,可 能 都 不 


关于 Ci,Co,S 和 工 在 其 子 空间 , 积 空间 , 商 空 间 中 的 传递 性 
OP Re CAR or SO AN A): 


eert 


当 没 有 传递 性 时 ,我 们 将 缩 出 上 反例. 


1. 存在 荣 个 不 可 分 的 拓扑 空间 , 它 满足 可 数 链 条 件 . 

寄 易 证 出, 可 分 空间 必定 满足 叮 数 链 条 件 , 位 送 命 杆 并 不 成 
wei XH APR BX [的 可 数 补 拓扑 , 即 

t—{8,X,4 AREER. 
E ACn BEr HA4S BAS META AN BAS. BRK 1 ABN 
ANBS Z W ACX\B. AGT. 4 不 可 数 ;又 因 Ber XN 
WRZ AT A ne BAY EA a. A ee 中 任何 两 个 非 
ERARE HHR RS, LX ae. 但 它 不 是 可 分 
A. AA Bae ol A XA Se , 故 可 数 子 集 在 
CX TSE AR HAR 

2. 可 分 性 与 第 一 可 数 公 理 互 不 荀 酒 ， 

容易 证 明 ,满足 第 一 可 数 公 埋 的 拓扑 空间 必定 可 分 .但 是 , 满 
BS :可 数 公 理 的 拓扑 空间 本 必 可 分 ,而 可 分 空间 也 未 必 浇 足 第 
一 可 数 公 理 ,当然 也 就 未 必 满 是 第 二 可 数 公 理 了 . 

第 一 例 不 满足 第 … 可 数 公理 的 可 分 空间 . 

设 六 为 一 不 可 数 集 , 命 X ASRS HE XN KC OX AY 
性 一 有 限 了 集 (可 以 大空 集 ). 容易 验证 ,这 样 确定 的 开 集 全 体形 成 
X -eit FRX A -拓扑 空间 . 

X 是 可 分 的 : 国 为 天 中 的 任意 无 限 集 在 X PRR EY. 

X 相 满足 第 一 可 数 忻 公理 ,假如 相 太 , 凤 设 点 x EX,. 而 且 {X\ 
C,) Rea CBD -个 可 数 的 拓扑 此 ,这 里 CC. 昨 六 的 有 限 子 集 ,; 因 六 
ATR I A PETEA a 去 x ,使 得 < UCL. RG X MaE ri 
SB bk MU A al BEA ONC, i SIS TERE ARE EP E. 

第 二 例 WER- ol EAT HA aps I, 

X= ir | Eral hX MARS LSS PS AOR 
任何 子 集 以 及 X WS al — 1. LAS EE. BE HD SS 
ha] X e—a R EAE. SA n o REAP ED Oy HE ACK. AU LO} 
© X PAA Pe. By AEX DHE APE a OX RY Gp. 
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TER HEP BT dt — HHE h- SE) Hausdorff 空间 ， 
EIR LERAAR nf 5}, E oi tin, BO) E E. H an. ik T 
AAMAR XIXI, H EIET UE AX RAHIT, H ush) 
<ite Wd) 4S AY ace H ame AH 5 之 a, 则 可 证 明 带 有 有 序 所 扑 的 
六 为 紧 的 连通 的 Hausdorff 宗 辣 , 它 满 电 第 一 可 数 糙 公理 , 代 不 可 
分 ,因而 也 不 可 瞩 基 化 . | 

3. 休 分 空间 与 紧 空 间 互 不 蕴涵 . 

容易 证 明 , 蛇 度 基 空间 必定 可 分 ,而 可 分 的 度量 空间 未 必 紧 . 
但 是 , 紧 拓 扑 空 间 未 必 可 分 ,从 而 紧 空 间 与 可 分 空间 元 木 草 涵 ， 

第 一 例 不 可 分 的 紧 空 间 - 

eX APO RH OX te X AES AE XC REO 
是 气 的 任意 有 限 子 集 或 是 含有 点 a 的 任意 子 集 . 

OX 是 紧 的 . 事实 上 ,XX 的 每 个 开 覆 次 中 必定 有 一 个 含有 点 a 
的 这 样 的 开 集 忆 , 使 得 己 的 补 集 是 有 限 的 ,也 就 是 说 ,只 盖 不 住 
中 的 有 限 个 点 zi ces 这样-- 采 ,我 们 就 可 以 从 这 个 下 改 
at Pan SIE U U0 U, EIR E RET A irae, 
too PRU UU, Ele U E a T X A X BRA. 

GDX Bul a}. SE EX WE AS FE ee KB 
ay UX AR BY Sp. 

第 二 例 ”可 分 的 非 紧 空间 . 

Hilbert 空间 产 具 有 所 需 的 件 质 、 

4. 可 分 空间 与 Lindelöf F WRB. 

第 一 例 ”不 可 分 的 Lindelöf 空间 . 

设 因为 一 不 可 数 集 , 并 在 芒 十 取 可 数 补 拓扑 , 则 为 一 不 可 
PARIAS AREA 1), 由 丁 久 的 任 一 非 空 开 集 的 补 集 是 
可 数 的 ,因而 六 是 Lindelaf 空间 . 

AEE BL 35 第 一 合 ) 中 的 拓扑 空间 也 具有 所 需 的 性 质 ， 

第 二 例 可 分 的 非 Lindelof 空间 . 

设 X 为 一 不 可 数 集 ,aE 天 .我们 规定 X 的 开 集 为 空 集 包 以 及 
SAR a WERT R. DT RARE lol X 中 稠密 , 放 XX 是 可 分 


dye 


HY) ATX WIAD Lindelöf 空间 ， 

Hajnal 和 Juhász"! Hy y T -A 44 BF 4 Hausdorff 4s (ay. 
EAE Lindelaf 空间 .读者 如 有 兴趣 ,可 参看 作者 的 原文 . 

5. 第 一 可 数 空间 与 Lindelif 空间 互 不 药 涵 . 

可 以 证 明 , 第 二 可 数 空间 必 是 Lindelöf 空间 . 但 是 ,第 一 可 数 
空间 未 必 是 Lindelaf 空间 ,Lindelaf 空间 也 未 必 是 第 一 可 数 空间 ， 
从 而 也 未 必 是 第 二 可 数 空间 . 

第 一 例 一 个 第 一 可 数 空间 , 它 不 是 Lindelöf 空间 . 

EX A-AA EX ERAR U X 是 第 一 可 数 空 
间 .但 它 不 是 Lindelöf 空间 ， 

第 二 例 一 个 Lindelaf 空间 . 它 不 是 第 一 可 数 空间 . 

ig X 为 一 不 可 数 集 ,在 上 加 有 限 补 拖 扑 , 芭 X 的 非 空 开 集 
A XC ,其 中 忆 A AIRE. 

TRA Æ Lindelöf 空间 . 然而 ,X 不 是 第 一 可 数 空间 .事实 
上 ,假如 在 点 «eX 存在 可 数 的 拓扑 基 , 则 必 有 含有 点 x 的 可 数 的 
FER B ff x 的 每 个 开 邻 域 包含 某 个 BES. 内 此 ,人 B= 


(obs SA i tel 


XN BPH RN n B= at, CX\B). 


因 每 个 X\B 为 有 限 集 , 故 XN{z} 为 一 至 多 可 数 集 , 这 与 X 为 不 
可 数 集 的 条 件 发 生 芥 盾 ， A 六 不 是 第 一 可 天空 间 
6 第 一 可 数 空间 与 紧 空间 互 不 蕴涵 . 
第 一 例 ”一 个 第 一 可 数 空间 , 它 不 是 紧 袍 间 ， 
例 5 中 的 第 一 例 给 出 的 拓扑 空间 具有 所 需要 的 性 质 . 
第 二 例 ”一 个 紧 空 间 , 它 不 是 第 一 可 数 空间 ， 
例 5 中 第 三 例 给 出 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 
注 OBR YR a) Ls a th OR AA i. 
7. 第 一 可 数 空间 与 Hausdorff Sa] Rw. 
第 一 例 -个 第 一 可 数 空间 , 它 不 是 Hausdorff 空间 . 
设 久 为 一 集 , 存 XX 上 取 平 庸 拓扑, 则 拓扑 空间 a RA RE 


* 48 = 


性 质 . 
第 二 例 -个 Hausdorff 空间 , 它 不 是 第 一 可 数 空 间 . 

EAX 为 一 不可 数 集 , 取 定 eee ct AX HP RV 
所 组 成 ,使 得 X\VW BIRR a6 V 容易 验证 ,5 是 关上 的 一 
个 拓扑. 

C1) CX sr) Hausdorff = fA}. 

ER yE X E yéz My r PBbA-TAR FT AG 
Byte WA ARE oS XMR y Be 的 两 个 不 相交 的 邻 
域 , AUE. (X. n Hausdorff 空间 . 

Ci) CX o pE B BY e BT. 

RAAH o RDIR V, nE N E a A ah. 因 对 
f— nEN, XA Wa 是 有 限 集 , 战 

X\ AY, = UAW 


是 可 数 的 . LIX RUBBER yE UV Byte. 于 是 ， 
KNEE a IP SBR AE Om ON 有 
VON {fy}. 

然而 这 是 不 可 能 的 ,因为 VU. CX RB TT 
空间 ， 

注 第 二 可 数 空间 与 HausdorI[ SR AA BR. 

8. 存在 不 满足 第 一 可 数 性 公理 的 可 数 拓 扑 空间 ， 

第 一 例 设 立 是 全 体 非 负 整 数 的 有 序 对 偶 所 成 之 集 . 我 们 规 
ERO. SP BE AE fal 4B Or) Gn on BBE TE hE A Onn) 
ODR RR ALR Gn ABA X KETO ORT OR 


U FE SORE ARR om 外， 
Sa — in| Gawd & LT} 


AEA RÆ. Ee a 
Sim inden é LG 
点 
S = nn & U5 
NTA EAC PRR MEARE- O7 MR HS TRS 


EE: Ss 


SoS, ~n2s PAA ARZ a TATU A RT ARE HH 
上 的 点 外 ,U0 Be SHRP ERAT A Onea) ASRA BAB 
的 点 (参看 图 D. 

不 难看 出 ,此 并 集 族 确定 了 关上 的 一 个 拓扑 < 衔 使 关 为 一 所 
扑 空 间 , 称 此 哲 扑 空间 为 Arens-Fort 空间 . 


fh 


4 

REDE CX TAS i 2 8 — BEA OW th. AEE WAX {0,0} 
PRR RF (a, AT VR ae FCO, 0) BAL. 

C4 Ca OXN\ 0,0) 只 分布 在 有 限 多 个 列 上 ,我们 就 取 (0,0) 
的 一 个 这 样 的 开 邻 域 避 ,使 得 这 有 限 个 列 上 的 点 都 不 属于 书 , 从 而 
Rt Ri— n A 2, EUR BIR 0.0). 

GUAT ae} OX ( (0,09) 分 布 在 无 限 多 个 列 上 , 则 存在 1z,) 的 
KH FH Sy) EEE Hb BB A-- Py, PB XN BOO, 
0) 的 -个 并 邻 域 . Bay eh A 1 5 Ay AS UK BF COO) AA TIT ac, AB 


= lh 


ATO. | 

这 个 例子 是 由 Arens 3 作出 的 . 

第 二 例 UX AARRE. GARR a> 1. Man HOR 
ARR (nhs A n= 1, AE ne AOA Aon 的 具有 下 述 性 质 的 
任何 自然 数 子 集 Y, 使 得 

m VY) _ 


i 
RP NEVRA V Pek RK. 于 是 ,X 为 一 拓扑 空 
间 , 称 此 拓扑 空间 为 Appert 空间 . 可 以 证 明 ,X 不 满足 第 一 可 数 性 
公理 . 

这 个 例子 是 由 Appert PYE H p. 

9 存在 某 个 了 ,空间 ,其 中 每 个 紧 子 集 都 是 闭 的 ,但 它 不 是 
Hausdorff 空间 . 

容易 证 明 Hausdorff 空间 中 的 紧 子 集 都 是 闭 的 . 然而 , 紧 子 集 
都 是 闭 的 拓扑 空间 未 必 是 Hauscorff 空间 . 可 以 证 明 , 若 拓扑 空间 
X 满足 第 一 可 数 性 公理 , 且 其 中 每 个 紧 子 集 都 是 闭 的 , 则 半 必 为 
Hausdorff 空间 . Ai ERM, 空间 ,即使 其 中 每 个 紧 子 集 都 
是 闭 的 ,也 不 能 保证 该 空间 是 Hausdorff 空间 ,我 们 给 出 反例 如 
F: 

设 X 为 一 不 可 数 集 , 我 们 规定 下 上 的 拓扑 为 :X 的 闭 子 集 族 
HX 的 至 多 可 数 子 集 连 同 卫 组 成 , 易 见 ,X 中 任何 两 个 点 都 不 能 
RAR] SAT X AE Hausdorff 空间 . 

Rit X HRP ARR. et RR XY ARE A. 
HER 4 中 由 不 同 的 点 组 成 的 点 列 {a,} RR on GE 

U, = Xiali Sn}, 
MEIU, nN) 4 PSI H.C RAAB OA 
不 是 紧 的 ,这 就 证 明了 X 的 每 个 紧 子 集 是 有 限 集 . OX 的 每 个 
有 限 子 集 是 闭 的 ,因而 外 的 每 个 紧 子 集 也 是 闭 的 ， 
Ba. MEAN X ET 空间 ,但 不 满足 第 . : 串 数 性 公理 . 


A] 


l, 


10. FERREE- MAREMA REEL LTA 
间 . 

设 X 为 - :不 可 数 的 离散 的 拓扑 空间 , 则 对 每 - rE nr 的 邻 
域 系 有 单 点 集 17} 组 成 的 邻 域 系 的 基 , 帮 到 满足 第 一 可 数 公 理 , 因 
X 的 任 一 拓扑 基 必 须 包 含 所 有 的 单 点 邻 域 , 磷 半 的 任何 拓扑 基 都 
荐 不 可 数 的 , 即 科 不 满足 第 二 可 数 公 理 ， 

ll. 存在 某 个 满足 第 一 可 数 公 理 且 可 分 的 Lindeiaf Sa. 
不 满足 第 二 可 数 公 理 . 

eX 为 实数 焦 只 ,对 任意 abe X Eiee DERM X 的 一 个 
HIE TEER X Lig -个 拓扑 二 

TEM Fh AS TH] CX r), TG a - oals pad) Lae foo) AO R 
是 既 开 又 闲 的 集 . DEMAR Ca, Hoo A SAB ETE AR A E 
为 

lab) 一 pases Ca, Fm u, [e, + ee); 
但 它们 不 是 闭 集 ， 这 是 因为 形 如 (- oa] [as BTR pl AR 
Fee tA BE Sth h AER. 

COX 满足 第 — oT AE A -- EAX Er, 
a, AY BR AY Se FGI TR z ATRE BO 2, BA 
数 . 

GDX 是 可 分 的 ,这 是 因为 育 理 数 的 全 体 构 成 了 X 的 一 个 可 
GX 是 Lindelöf 空间 -事实 上 EIU} RX W-- PH BS 
并 设 OU, Æ U. FER EG 4B ah F i ALB. (ALR KER Fh Se - 
的 每 个 子 空间 都 是 Lindelöf 空间 ,故人 有 一 “hay ae ay EE 

{Un}. Mae T 


U = Uy 
又 , 补 集 A= XNU 必 是 可 数 集 . 事 实 上 ,假如 pe A Me ee 
> pC pre N A= BD, HT HR por, (pe ADRK EA 
HXH BOE ff] - 定 可 数 , 从 而 4 也 一 定 可 数 , 于 是 , 10, 就 有 一 
PARTAR U.) CRAT A Aa UL Un TX. 


-nge 


GAX AEE IA A. A fe ah 
5 = Tay = Lye} 
天 的 一 个 可 数 基 , 则 企 在 E X fli a AHE O. FEE fa 
bra la HRD ERR SHI HIT. 

12. 存在 不 满足 第 二 可 数 公理 的 遗传 可 分 空间 . 

可 以 证 时, 满足 第 二 可 数 会 理 的 柏 扑 空间 巡 定 是 遗传 可 分 的 
(人 参看 [4],Pp.60) 但 足 , 遗 传 可 分 空间 不 必 满 足 第 二 可 数 公 理 , 例 
a. X AETH o> SOIREE OS AE EEA. 对 十 
ECX.S ENGR RS Ea. S Eki BARRO 
E—X. FRX 成 为 :个 拓扑 空间 

OX 是 遗传 可 分 的 . 

PRE AX METEB 4,4 EAA ETA RS RT 
WEP ACP. RMT ARTI PHA. EE A= 
PAARARE.WR PNA WOME. FR PX Mi AC 
.因此 .4 是 可 分 的 . 

GOX 不 满足 第 二 可 数 公 理 

事实 上 ,满足 第 二 可 数 公 理 的 拓扑 空间 ,其 势必 定 小 于 或 等 本 
HE SE SEHD SR ALA p- 59), IM) Am 站 ,故居 不 满足 第 二 可 数 公 
H. 

13. 存在 某 个 可 分 的 紧 空 间 , 它 不 是 稠密 可 分 的 . 

拓扑 空间 所 称 为 稠密 可 分 的 ,是 指导 的 每 个 稠密 子 集 者 是 是 
分 的 ， 

RARER REALKE, S X= EX ERP RM 
thE O #2 BY Hausdorff 4 fa] wE Tychonoll 定理 ,XX 也 是 紧 的 
Hausdorff 25 fl. IEAk. X A Ba. > 

YS1FEX' (TA RSH x fC 0}. 

易 见 ,Y FE X DB AY SHAN aD op EES op TE 
一 可 数 子 集 , 对 每 -i, 邻 
F, = {x fl flr) Æ 0. 


Eii iF, RE BRR He r- UF 是 了 的 一 个 可 数 子 集 , HR x, 
ERF SES 
U= 7 EY! fr.) > + , 

MERY PR—PESHER EA RAS. EE A Y PR BR 
Se A NX ajar nd HE PBB AY 4) 

i PSA BY op Se fe] FSS RH TY GP. 

14. 存在 某 个 不 可 分 空间 , 它 有 可 分 的 Stone-Cech 紧 化 . 

it 四 为 一 拓扑 空间 ,BX 代表 六 的 Stone-Cech 紧 化 . 本 以 让 
HH. F EE ERO. 

定理 AX RES EM MH Hausdorff 2 W F Pe R E 
等 价 ; 

CBX 是 可 分 的 ， 

GDX 的 每 个 紧 化 是 可 分 的 . 

GDX 有 可 分 的 紧 化 . 

关于 定理 的 证 明 可 参看 L198] 

现在 我 们 帮 出 具有 所 再 性 质 的 例子 , 渴 工 是 单位 闵 区 间 , 令 
X=F HEX EASED. SY FEE SEW) Hausdorff 空间 ， 
OX th ASE TE MUAY Hausdorff 空间 . ESR X ay aoa. © 

Y-(fEX RARE cel, flr) 40}, 

MY 4. X URE AN BS 13). RY Aa Bik. ER 
E KX HELLRE. PY 是 可 分 的 . 

15. 存在 不 可 数 个 可 分 空间 ,其 积 空间 并 不 可 分 . 

宅 易 证 明 , 有 限 个 或 吕 数 个 可 分 空间 的 积 空间 仍 可 分 .但 呈 ， 
不 可 数 个 可 分 空间 的 积 空间 未 必 可 分 . 例如 , 设 A 为 -指标 集 ,5 
(EE ARS Ii] 


x= |1X., 


Rt aX. AR PRS TA (0.1) . 苦 拓 扑 空间 X Ti, DAX 
By MR CAE ,对 cE A. 令 
Ua = PO = fe OC XP Cr) = 0 


AT PP, FEM BY X. EAH M OX OB AP. 内 
此 ,对 不 同 的 e UND wea. 因 万 的 不 同 子 集 总 共有 站 个 5 站 
AE SoH) i A We AS TEX PS XL BK 
PS Pie Xx 就 不 可 分 . 

16. 存在 某 个 可 分 空间 的 前 子 空 间 , 它 不 是 可 分 的 . 

容易 证 明 . 可 分 空间 的 商 空间 必定 可 分 . 可 分 宅 间 的 开 子 空间 
也 一 定 可 分 .但 是 ,可 分 空间 的 财宝 间 末 必 可 分 . IX A 
- Ai MR peX a AX BARRIER ALR ATTA p 的 任意 二 
E DU FAR pE Xp pA. ARE. X 是 可 分 的 .又 ,Xp 是 
X WATEA. 困 AR a p RT Fp. 

17. FERAE Y LEATH T Br CX. 
4) CX .7, 78 AT 4. 

容易 证 明 :, 若 oe, EE X ER Fh r i CX, 
ronf SPE. Xr Rah BD Sp. ne SEE a SO. 例如 ， 
XW ARR 与 RUE X EO Th SS BEG. 
则 rr BOX :TT 他 ,全 (CX n RAR TT 4p. 

18. 存在 某 个 满足 第 一 可 数 会 理 的 拓扑 空间 , 它 的 一 个 商 空间 
THES- TRAH. 

容易 证 明 ,满足 第 一 (或 第 二 ) 可 数 公 理 的 折 扑 空间 ,其 子 空 间 
也 ~- 定 满足 第 一 {或 第 二 ) 可 数 公理 ,但 是 ,其 商 空 间 未 必 满 足 第 - 
{或 第 二 ) 可 数 公 理 . 例如 ,车 久 是 带 有 通常 拓扑 的 实数 空间 , 则 外 
满 是 第 .- 和 第 二 可 数 公理 , 设 2 为 整数 集 ,再 设 Y 是 到 的 一 个 这 
样 的 分 解 , 它 的 元 素 为 Z 及 所 有 的 单元 素 集 {:r} Hb re XZ. 条 
画 证 明 , 商 空间 了 不满 是 第 一 可 数 公理 ,当然 也 不 满足 第 二 吕 数 
公理 . 

19. 存在 不 可 数 个 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空 间 , 其 积 空间 不 
满足 第 一 可 数 公 理 . 

可 以 证 明 . 有 限 个 或 可 数 个 满 是 第 一 可 数 公理 的 拓 扩 空间, 其 
积 空 亿 仍然 满足 第 一 可 数 公 理 .但 是 , 椒 可 数 个 满足 第 一 可 烤 公 型 
的 拓扑 室 则 ,其 积 室 向 未 必 满 足 第 一 可 数 公 玛 . 例如 , 令 


X,= || 2. 
ca 


HP Zz. Z ARES TTD A A A a RT he RA 
ALARA. 

BZ. HARA EK aE A R. 
HEX PRB RABE EBB A pe X 的 
个 可 数 的 局 部 基 . HEE Th Ae A 7 BRT AR a Sh, 
都 有 


PCB) = Z+., 
HEP P EXB Z 上 的 射影 . 因 4 不 可 数 , 而 :是 可 数 集 , 故 可 
选取 某 个 &, 使 对 任意 7 而 有 PCB Z? 设 疡 是 点 产 的 第 和 个 
EBI pa E Ze MA Zs 上 拓扑 是 离散 的 , 故 
PoC ped = (yy © Xily T Pa! 

是 点 pte X, PHAR. AEE: BA P ROSZ it 
开 邻 域 不 包含 任何 一 个 B,; 即 {8B} 水 是 点 户 的 局 部 其 .因此 ;Xi 不 
满足 第 一 可 数 公理 . 

$ 这 个 例子 也 说 明 了 不 可 数 个 满足 第 二 可 数 会 理 的 折 扑 空 
间 ,其 积 空间 未 必 满 足 第 二 可 数 公 理 ， 

20. 存在 某 个 满足 第 一 可 数 公 理 的 拓 了 扑 空 间 , 它 的 一 个 连续 
像 不 满足 第 一 可 数 公理 . 

没 久 是 全 体 非 负 整 数 的 有 序 对 偶 (m,72 所 成 之 集 ,我 们 在 六 
上 取 Arens 一 Fort 拓扑 5, 则 拓扑 室 间 (XX ,5) 不 满足 第 一 串 数 公理 
《参看 例 8 中 的 第 一 合 ). RITE X ARAR GAH r. Mith a 
《sr "满足 第 二 叮 数 公 理 , 从 而 也 满足 第 一 可 数 公理 . 

设 CX. } 到 (XX,r) 上 的 恒 等 鼎 射 , 则 /是 连续 映射 .但 
(Er ATE BER OX oA ST 

注 ”这 个 例子 号 说 明了 满足 第 -- 志 数 公理 的 拓 扩 空间 , 它 的 
连续 像 末 必 满 足 第 二 吕 数 公理 . 

21. 存在 两 个 Lindelöf 空间 ,其 积 室 间 不 是 Lindelif FA. 

设 羡 是 实数 集 ,rt LAT ATE H EB 


SG. 


Lab) = irla sx <b} 
的 族 oA SR EA XE Fe Fh Saree red. X 的 任意 -- 
TS TE MARR re NPA ULE (UL re, 
文 上 的 招 扑 5 的 定义 , 当 + 走 遍 有 理 数 集 时 ,相应 的 {1, 所 组 成 的 
HA eS a T Eb 2s X, AEX AL Lindet 空间 . 

SYS XXX RRM pH Co DEY. A p NB MARY 
ESD HE S Cp RA Pf Wt p HED > 0 为 边 的 举 开 正 
方形 . 

& Lata. y= orl). ML ey h 
ATE. Au Y AK Lindelot 4 H. 我 们 只 
Hie Y HAPs ie) LPE Lindelol 空间 
即 可 -但 这 是 显然 的 ,因为 集 族 USDE 
LW--PHER .而 它 没 有 MAHT i. 

注 ith Sle) X 称 做 绊 Lindelof 空 
E EK X WA PIT ABA TO TK, 
其 并 在 X PRR. 图 

Ulmer!" i T BY i Lindelof 空间 ,其 积 空间 不 是 螺 
Linddöf “3 ja}. 

给 定 势 ,拓扑 空间 六 称 居 o-Lindelof 2 i], 2K X ME 
TEE. BAR Se h FBR: 

BER 为 线性 序 集 ,R' R HCA R AVE Me yay] 
B ETE EJE a WY SPE R i R AE Lindelof 空间 ,Hajnal 
和 Juhás Hg RI XR PE Lindelöf 空间 . HEIHE- pL 
2S Rt XR 也 不 是 B-Lindelaf 空间 . 

22. FER Lindelof SANT SB, CRE Lindeif 空间 . 

容易 证 明 «Lindelof 室 间 的 团子 空间 必 为 Lindelaf 空间 ,但 是 ， 
Lindelöf 空间 的 非 闭 子 空间 坟 必 是 Lindelof 空间 .例如 . 令 X= oe 
1] ,以 L0,1j 及 所 有 单 点 集 {xj Cor AO) SPREE SR XK EG 
ths AX BFE — FM AT 017, he X N Lindelöf niu 
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FSCO, A a RY AS BC BE Lindelof 空间 . 

ALLA WEA. Lindol 空间 的 商 空间 也 一 定 是 Lindelof 空 
Aj. 
i 23. 存在 某 个 可 分 的 度量 空间 并 及 Lindelof 26] Y. XXY 
不 是 Lindeliéf 空间 . 

设 4 是 实数 集 RETE fE RA 一 只 ,上 且 对 RR 的 每 个 不 可 
数 的 辣子 集 正 ,都 有 有 

Af) F= $s. 

可 以 证 明 , 这 样 的 子 集 4 -- 定 存在 (参看 L971 了 ). S X-R\AHE 
X LERENI O YSR G A Y Rihin: RA 中 的 每 
一 点 都 是 孤立 点 ,而 河 4 中 的 点 , 则 取 通 常 的 邻 域 ,于 是 ,X ET 
分 的 度量 空间 ,Y 是 Lindelaf 空间 ,而 革 XY AE Lindelaf 空间 ,大 
为 集 


A= {2 € X x Yix E A) 
E X XY 中 的 一 个 不 可 数 的 闭 的 离散 子 集 . 

24. 存在 不 可 度量 化 的 满足 第 一 可 数 公理 的 可 分 的 紧 
Hausdorff 空间 . 

Helly 空间 豆 是 指定 义 在 单位 财 区 间 工 上 并 且 取 值 于 了 内 的 
WAAR BH Rae, CERERE MATHER 
Fh a: HH RS Se SH Fh. 

GOAT 是 紧 的 Hausdorff 空间 . 

事实 二 ,对 任 一 JEINH, Ë Let, € l,i ar, AE 

Td > flr. 
B e= (Sad + fe) 1/2 Ff U=[010) V= eo] PS ON] 
Pi 0) 是 六 中 的 点 站 的 --: 个 开 邻 域 . 

5p POON PU CINE, BG NH FEE M H 
是 了 的 闭 子 集 , 国 了 是 紧 Hausdorff 空间 , 故 由 Tychonoff E M4 
下 也 是 紧 Hausdorff 空间 . 由 此 可 见 ,如是 紧 Hausdorff 空间 . 

GDH 满足 第 一 可 数 公理 . 

fERACH SA RT DOERR , 故 其 不 连续 点 至 密 可 数 ， 


站 


令 4 二 {riEN;: 是 上 的 不 连续 点 所 成 之 集 与 了 中 的 有 理 数 所 成 
之 集 的 并 集 , 它 是 一 个 可 数 集 . 再 令 
Vim US| AEDk [LER 12, OBL. 
REV n ON) A A PRLS A W od Be Oe E. 
Sb A PARES WP OO AR. 
U = (Alr) — e, hln HON 
MR cCAWHRAR -A V.CW, WR eG AWA TE r ie 
H, E ren E A, acacia, A 


hr) 一 5 LRD L hla) + > 


Fig LIRR mo > max (el, =} SW RHE— SEV, ,有 
fx) RODK fle) o hia) 
= fa) AGD + Aled 一 Ar)) 
S n, + > LE 
PA SDS A> e Wik. seu. a fEW.V, CW, AA m 
VEN Æ H E h BY AT RRRA, e H te SS — BR. 

GDH Fee) aE M. 

HRR n TREG A A TE E E 
TAH EEE ARR KS i BR TA BO A Ah AIR E RU R A PR 
数 族 A 是 可 数 的 , 任 取 SEH R S E- BR 

V= APU). 


RARE m 充分 大 ,使 每 个 左 闭 区 间 | Ei chee a 
Be G= 1,2, 1n). 对 于 这 和 样 的 om REC D CEA v RG 
数 zzEUG 二 1,2,y70) 的 不 减 症 数 oC VSS Oy TE pp 
RA RR A 是 可 分 的 . 
tw) 不 可 度量 化 . 
事实 上 , 集 
A= {AIEE L 4arcie = 0; 


79a. 


AG) — pia eit fea. 


EH AOR RMIT HR. AE SC AGS, PB RP, COD 
有 再 中 的 一 个 点 Sa AIS PRN A A AE. PE, AAH 
分 ,假如 AP SE BE aes 2 BAO RA A m 
we A] SS A Bs fa] AE Te 
是 椒 订 度量 化 的 空间 . 

E Tychonoff 2 证 明了 :每 个 第 二 可 数 的 正则 空间 必 串 魔 
ht. 

25. 存在 某 个 可 分 的 度量 空间 , 它 无 处 局 部 紧 . 

TARAF Duncan "tE H i. 

没 X E HARAGI Pa OY A BA H Re K TE YI DE 
Er A lan CX ARAB 

8(A) = limA(n) /n 
站 在 .这 里 AGORE 4 Hain 的 元 素 的 数目 ,5C4) 称 为 4 的 密 
EH Ala EXE R= lbp XR AG KRSM AH BY 
AAB) = (Wve + |8(A} — 8CBD|, A #8, 
„A=B, 
BOX (E E n, F a, 一 二. 

OCX sof ) E R E fay. 

fi Rd CA. B20, Be A B0 SAM ASB, dO R) 
—d(B,A). S 

ALAC) = 1k + |8CA) 一 ECC)|， 


dA, B) = Rt 8GA -- CB) i, 


dB) = Rs (OCB) — 80) |. 
dA RIM A BOS —-HOM A AORS FR PR A+. 
Xo ki min (gk, vs} a U) 
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_ 1 
1 k, 
Alike. FH lecs eA A H e e OLEA 
不 等 式 成 立 . 可 见 (X d E EES j. 

ODER ZAX. dEn aA. 

对 每 -AEA rara ARR AHA EE A ES 
fen} 1 RIA S RAEN 


[ely sy ott ree pi po pps TE 


的 序列 所 组 成 的 序列 族 . 显然 ,5S.., 中 的 每 个 序 州 也 具有 密度 r. 据 
Sr pA Ms US- fis HERE. By J :sr* 也 是 可 数 的 . 
为 证 (X,d) 可 分 ,只 要 证 明 , US, fe X PRET. 为 此 , 任 
RR A= ial EX. SBR o> 0. EETHEN r fE 
I&A) — rl <e/2, 
选取 ko 2/e MS p HANS. BS Pw 


B= {de hee ppp ede pera t 


ZT i 
Se a 


am] 


于 是 得 到 
dtA Bs 1fk-+ | 人 4) 一 全 (有 | 
TE/ befe =e, 

E, U.S, BE xX PRs. 

Ci) FE aS fe] X DRAB EY. 

ER A={a,}€ X, S 

U = {BE X|d( A,B) -E60 Zez 1}. 
选取 B= fha EXE 
ILAJ 一 BC) = €/2, 

没 a, 是 使 a6, BO ÉIRE n, HE 


Aly = [ity ey se Pug Oy pye ts 


WM) CAD =6C8). 因此， 是 一 个 Cauchy 序列 , 央 
d(Ay,A) S IRH |8CA,) — 8| = 1/24 e2, 
He xt FE A 2/e A AL EU. 由 于 


ll" 


d(Ay,A) D> [LAD — LA| = € /2, 

Witt AREAS MRA. iA SABER RT AWRA TW LAL) 

VERRA ADE- - 开 集 , 则 当 * 人 驳 分 小 时 ,就 有 

UCVEYV, 

HASTU ELLA RE BS ALY AE AS BCX D EES 
部 紧 的 . 

26. 存在 一 族 可 讶 量 化 的 拓扑 空间 ,其 积 空间 不 可 度量 化 . 

可 以 征明, 有限 个 或 可 数 个 才 度 基 化 的 后 扑 宝 间 的 积 空间 仍 
是 可 虐 量 化 的 空间 . 然而 ,不 可 数 个 可 度量 化 的 拓扑 空间 的 积 空 间 
未 必 可 度 遇 化 .例如 ,说 工 是 单位 闭 区 间 并 取 通 常 拓扑 . 因 积 空间 
福 不 满足 第 -可 数 公 旦 ,者 它 是 一 个 不 可 度 基 化 的 折 扑 空间 . 

27. 存在 某 个 可 度量 化 的 拓扑 空间 , 它 的 一 个 商 空间 不 可 度 
量化 . 

设 下 为 囊 有 通常 拓扑 的 欧 开 平面 ,A 为 所 有 使 得 y=0 的 点 
Co yy) 所 组 成 之 集 , 叉 设 分解 Y 了 出 4 和 所 有 使 得 tx,y) 所 AA 的 集 
Lery 所 组 成 ,了 带 有 商 拓 站 . 

容易 证 明 , 由 六 BAS Y 上 的 射影 卫 必 是 闭 映射 . 

OFE A 的 可 数 儿 个 爸 域 ,它们 的 交 是 A 

$ U= fa lyha. AP NOPD =U, HARA 
& 4, 故 为 4 的 开 邻 域 , 且 

A = UPU. 

GDR Y ANY E AE. 

可 以 证 明 , 商 空 间 Y PIG A 设 有 可 数 邻 域 基 , 即 不 满足 第 
一 可 数 会 理 , 从 而 木 可 魔 量化 . SEE EUR SR, BG ARE 4 的 
AY Be Sh Ea Be a te 

LUDU De DU, Te, 

对 等 个 非 抽 整数 m FES On, Cn +199 FE SE a a, 
ATI A A PRR Nati 


= AF = 


(70.1/ (Nad) EU, 
PEA] m, LON BEE TRB = {Gn 1 /ON 1) 
T X PE CEREA Y EAE 
PCB) = iim, liN a D) = B 
AY PHAR MTT YB 为 商 空间 Y 中 的 开 集 且 包 含 A HE 


不 包 会 邻 城 基 {1 的 元 , 战 导 致 于 期 的 矛盾 .因此 ,了 不 满足 第 一 
可 数 会 理 . 
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第 四 章 ”分离 性 


引 二 

在 第 一 章 的 引证 中 ,我 们 已 经 介绍 了 一 些 分 离 性 公理 . 规 在 ， 
我 们 再 介绍 一 些 其 它 的 分 离 性 公理 旭 下 : 

PFS X OR AT, 空间 ,是 措 广 的 任意 子 空间 为 了 空 
Fl. 

WIS X OW TE A GRRADRK, Bi ANB= 
AN B=. 

定理 1 MibSlW xX ORT, Sh. 4 UR BAT AX MER 
分 离 集 ABATE RU. ,使 得 ACU ACV BUY RH. 

T: 空间 同 寺 为 了 Æ fel et Pp Ay SES TE A Sf) BY a RIES 
间 . 

fob SAX. ORAT., SE. ARENT, SH. HEME 
AAEE Ge 型 集 . 

Ts 空间 同时 是 了 | a ROT RON SE EAS E. 

折 扑 空间 (X,r) 称 做 完全 Hausdorff 空间 成 Ti 空间 ,是 指 对 
于 XX 的 任意 相 异 两 点 xvy; 有 EC VE) EON = 
gS. 

各 种 分 离 性 之 问 的 蕴涵 关系 如 下 : 

完备 正规 空间 完全 正规 空间 之 于 规 空间 -> 

7 全 正则 空间 之 Urysohn 空间 


正则 空间 地 完全 Hausdorff 23 |Aj=>Hausdorlf 空间 


半 正 则 空间 T, 空间 
T. 空间 
LEET 


Ga a Bo fa Poe E eA HEE eS te A. PD BE 
tT. 

我 们 用 HR CERN, CN 43> WAR & Hausdorff 空间 ;正则 空 
fa}. Se Ae GE My SS fa). TE SS a) Se SASS Pe) ,这 些 空 间 存 其 子 空 


间 BRAS fel, a) PE HE Ce AAO. SAX): 


T, Ta R CR N CN 

ge O D D 5 x o 
prada | oo 5 r3 oy D C 
WE - x D 

- -g x x 
CEPET E ) x x 
ARR o ‘ G x x 

商 空间 | x x x x x x 


当 没 有 传递 性 时 ,我 们 将 给 出 反例 ， 


LER THD SA. CART, Sia. 

BEX (1.2.31, X ORAS. 1). 2.3) OX. 2.3 
ALR JSS 2 SE ARE (2. X AAA om 
A 3, 而 会 3 IPRA 2. AX RET, 空间 ， 

2. 存在 T 而 非 了 ,的 拓扑 空间 . 

设 X= a.ds0} WE X HARA S ahs leb) dact AX, 
MX Apiha tl BX BT EM. RAM PA eve WAS 
Bie AFT Ba A a PTX ARO, 空间 ， 

3. FE T, MAE T, OPH je. 

第 三 章 例 3 GDH Th SS BAA Pe FER. 

4. FET, 而 非 半 严 则 的 拓扑 空间 ， 

设 X ACE EB 0.200 > 02> O RAG OGCEOM 
成 之 集 . AIG GRO GSO RORE REA X FER PG, 
OC0) Hy SB ie BA 


265. 


ENOG) = (CA) |k = 0 MR Salen = 12.0, 
点 (0,0) 的 邻 域 基 为 
V,{€0,0)) = {G,4) =k = 0,00 ik nyn = 1,2, …， 

于 是 ,天 二 就 确定 了 一 个 拓扑 . 显然 .每 个 开 集 1) 都 是 闭 集 ， 
每 个 Letz0)) 也 是 闭 集 , 而 TICo,0)1 的 闭 包 必定 含有 点 (二 
D) ,其 中 kn REA ARE RNS TBR RAY V, 相交 . 

(i) X EZ 4 Hausdorff 空间 ,从 而 也 是 了 , 空间 . 

SL SERA eye X cA y 分别 存在 z y RFE 
0, 4 0, 而 有 


0. NÖ, = Ø. 
R E A A BRA CO, 0O BY SB Ja Se mi oh PEA H E BS I AE EE aT OY; 
因此 ,我 们 只 要 考虑 r=(0,0 y= (0,0 MIE. 不 妨 设 r=, 
0) ,3 二 Ck) ART] RERO.=V,, HH nok, FEO. 将 与 % 
的 菜 个 ( 闭 }) 邻 域 不 相交 . A. X 是 完全 Hausdorff 空 亲 . 

GD 六 不是 半 正 则 空间 . 

EKE WR v C0,0)) 不 能 包含 点 (0,0) 的 正则 开 令 域 . 因 
ARG ABR UC, WO Ea AEA. MA, ODEO 
的 内 点 GOV, Mit V RiRMA CO) PE Us), xX 
PEA TE UIP AS BE Pa X SDA. 因此 ,到 不 是 半 正 则 空间 . 

5. 存在 半 正 则 而 非 正 则 的 拓扑 空间 . 

第 一 例 设 $ 是 单位 正方 形 的 内 部 , 令 

X= SU {(0.0).0.0)}, 
命 S 中 的 点 的 邻 域 基 为 平面 上 的 点 的 欧 氏 邻 域 基 , 而 (0,0) 与 (1， 
中 的 邻 域 基 分 别 为 
U0,0) = {(0,0)} U [G10 < ze 


i 
9 + 


m 


U.(1.0) = 1,09} U Kesar lessi, 


* EH= 


于 是 ,X 成 为 .个 拓扑 空间 (参看 图 6). 


I 6 


拓扑 空间 X BEAK E AY . Ay Br ee A) St Jae AE TE M F E H 
ORA A AB 36 FY A OB bh aX 不 是 完全 Hausdorff 空间 ,从 而 


也 不 是 正则 空间 ， 


第 二 例 (Alexandroff 板 ). 设 w 是 第 一 个 不 可 数 序 数 , 在 


Cow 1 与 [一 1,1] 


GEO ETSE- EE iE 


上 都 取 区 间 扼 扑 ( 参 看 后 面 的 例 13), 而 拓扑 空 
(LO, co, j 与 拓扑 空间 [一 1,1] 的 积 空间 .在 X 上 


FUR ih o 如下: 它 是 由 拓扑 再 加 上 形 如 


Ath ae lay CX, 


图 ? 


-B77* 


C= {(a,0) la ww) 

RAGA S p HAR. CHEF BRAS E Sp 的 每 个 邻 域 相 
36 HX OA EEE MS E. 

注 ”这 个 例子 也 说 明了 半 正 则 空间 末尾 是 T, 空间 ， 

6. 存在 某 个 Hausdorff 空间 , 它 不 是 完全 Hausdorff SA. 

第 一 例 例 5 中 的 拓扑 空间 具有 所 霄 的 恬 质 . 

第 二 例 设 名 为 有 理 数 集 ,而 

X = {lr y) |y > O09 EO}. 

对 辕 定 的 某 个 无 理 数 OREA GI EX 的 邻 域 为 


Nx) = [ry U Be + 3) U Be — 3), 


这 里 ,Bt 人 二 {rERQ||r 一 站 之 sj, 人 是 zx 办 上 的 全 体 有 理 数 . A 
此 ,每 个 N(x,y) 是 由 点 (x,y) 加 上 两 个 对 间 所 组 成 的 ,这 两 个 区 


间 的 中 心 是 zx 轴 上 的 无 理 数 zx 土方 ,而 z+ 上当 到 点 (x,y) 的 射线 的 
EASA 8). 
Ce) 


网 8 

不 难 验证 , 当 。 走 遍 正 实数 集 时 ,N(x,y) 的 全 体 构 成 了 无 的 
一 个 邻 右 基 , 从 而 基 为 一 拓扑 空间 . 

(i) X 是 Hausdorff 25 fa]. 

FX PAT AY A Cn yO By) ME Cry) BOs 
yz) 位 于 斜率 为 9 的 同一 条 直线 上 ,那么 必 将 导致 (ys 一 y)/ (r,s 一 
Zz) 是 无 理 数 的 锥 盾 . 因此 ,XX 中 不 同 的 两 个 点 不 能 位 于 笑 率 为 8 
的 同一 条 直线 上 ,其 次 ,车 (zl 位 于 斜率 为 8 的 直线 上 , 巾 Crys 
yo BLAS BE A F BER OW 0 SR bE. 这 就 说 明 构 成 N. Cr. 与 
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Ny, (xe: yo PS PAB te 十 /与 十 不 可 能 重合 . 
因此 ,我 们 可 取 与 HEARN BME N, Corson) S Ne Cee ye) A 
a6, fir X At Hausdorff 2 Pp. 

GD 不 不 是 完全 Hausdorft 空间 ， 

我 们 注意 ,每 个 sz 的 闭 包 都 包含 了 从 B.CzY 十 y18) 与 
Br y/ ORT HRA CONT RAB OH SSA SD). 因 
THE BR He R fe AB HR A SEE BX 不 是 完全 Hausdorff $ 
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7. 存在 某 个 完全 Hausdorff 空间 , 它 不 是 正则 空间 . 

H P= {iry ley ER y> A Le EE P ERE 
开拓 站 二 工人 代表 实数 轴 . S X=PUL IEX ERA ci: 
ERE c bin FI bic} UCP OLB Lait 
U 是 平面 肉 点 x 的 欧 氏 邻 域 . TEX Ath r" A BR HK 
邻 域 组 成 : 若 7EP, 则 会 点 ce 的 邻 域 基 的 元 是 位 于 中 的 开国 
ATM ye 工 的 邻 域 基 的 元 是 形 如 {y} U CPO DASE oh D E 
中 心 为 y HFAA. 因此 ,y€ 工 的 邻 域 基 的 元 是 由 中 心 为 y 的 上 
尘 开 圆 盘 再 加 上 点 {y} 本 身 组 成 的 (参看 图 10). 

显然 ,每 个 rz BRU MAU 
“PRET AY HE oc” Sh aR ke Hh a a 


i 


+' 强 于 拓扑 o TE EYE S: 一 一 一 -一 一 
CX,r) 一 (多 ,z') 是 闭 的 双 射 , 即 A 


是 闭 的 一 对 一 的 满 射 . FAX 图 10 
一 个 完全 Hausdorff 空间 , 故 (X,r*) 也 是 一 个 完全 Hausdorff a 
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间 . 
A yE€E 工 的 每 个 半圆 盘 令 域 的 闭 包 必定 包含 该 圆 盘 直径 上 的 
全 部 的 点 , 故 yEL 的 邻 域 基 的 每 个 元 的 补 集 ( 它 是 (CX,c") 中 的 闭 
集 ) 邦 与 y 的 舍 个 邻 域 的 闭 包 相交 . 也 就 是 说 ,这 种 财 邻 域 都 与 ? 
的 上 每 个 邻 域 的 闭 包 相交 .因此 ,CX.r'}) 不 是 7 空间 ,从 而 也 不 是 
正则 空间 ， 
8. 半 正 则 空间 与 完全 Hausdorff SARK. 
第 一 例 存在 某 个 完全 Hausdorff 空间 , 它 不 是 半 正 则 空间 ， 
庶 5 必 sr 是 侧 7 中 的 拓扑 空间 , 它 是 一 个 完全 Hausdorlf 空 
E. AAR pEL 的 半圆 盘 邻 域 基 的 每 个 元 ,而 U 的 闭 
包 的 内 部 包含 了 工 上 圆 格 的 直径 上 的 一 切 点 (注意 ,直径 上 的 每 
ARE U WARD RUA. Bb. CX. EY ES, 
第 二 例 ”存在 某 个 半 正 则 空间 , 它 不 是 完全 Hausdorff 空间 . 
例 5 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 
9. 存在 某 个 完全 Hausdorff 空间 , 它 不 是 Urysohn 空间 . 
BES 是 平面 上 单位 正方 形 的 内 部 除了 横 坐 标 为 172 的 点 以 外 
的 一 切 有 理 点 . S 
X=SU {0.03} U (1,03) U (/2.n/2 ) | 
réQ,0<n2 <1}, 
式 中 总 代表 有 理 数 集 . 我 们 定义 关上 的 拓扑 的 邻 域 基 如 下 ;有 取 S 
中 每 一 点 的 邻 域 基 为 单位 正方 形 的 欧 氏 邻 城 蚌 继承 下 来 的 邻 域 
基 , 而 所 的 其 它 各 点 的 邻 域 荐 分别 为 
O7,00,0) = {€0,00} U (Cray 0 Tr ld, 
Dy liate 
1.0) = {CLO} U (ry) 3/4 <2 <1, 
dy liah, 
Un /2ar Z) = (Ce 1/4 <r <0 3/4, 
上 一 mm 2 | < an). 
TEX 是 一 拓扑 空间 . 称 此 空间 为 Arens 空间 (参看 图 11). 
(i) X 是 完全 Hausdorff 空间 |. 


= TO" 


(0, 0) 


fel 11 

国 为 S ed ER AO, 1.0). eT i /2, 
mw 2 0) 的 点 都 没有 相同 的 y 坐标 ,所 以 对 于 六 中 不 同 的 两 个 点 p， 
gre p qg RU, FU, mt U NUS R A eat 
Hausdorff 空间 、 

Gi) X ANE Urysohn 空间 . 

设 映 射 7;X 一 了 二 [0,1] ,满足 条 件 A0,0) 一 0, 了 (1,0) 二 1. 假 
如 了 和 连续 ,那么 对 于 工 中 的 开 集 [Gyl4) 和 (374，1]， 
FOLE LADA L GAT EX PE. 国 此 ,对 某 个 站 
mhi A 


00,0) C Fi CO. 1fad, 

Ud OC FUG /4,1)). 
FH 2 < 一 minf17a ,17 时 ,就 有 

FO 2 2 & 0.1/4) U 63/41]. 

ARE A/Z 2O01, UES AS O2 v 2 ) 的 
FRAU EUND LIO =o A SOC H 01/4) 
是 不 相交 的 闭 集 ,它们 分 别 包 含 含 有 点 (172,r 2 ) 和 C0,0) 的 开 
集 . 但 握 mr Z <minflaylpal 的 选取 ,应 有 0070,1743 D 
LOD, EGRET EA 

A OU 2). 
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Ae fF HELIADE fC ae He EH. By Ae 
射 f 7s Oy ARIE Be, BX ANE Urysohn 空间 . 

10. 存在 某 个 Urysohn 空间 , 它 不 是 完全 正则 空间 . 

设 X AKRE, AS |1/n|n=1,2, 2). EX X EKIP h An 
下 :YEr 当 此 仅 当 一 Cn ,这 里 RCA mU 为 X 上 的 欧 氏 拓扑 
中 的 开 集 . 

因 五 一 人 性 4, 故 总 上 的 拓扑 z 强 于 和 上 的 欧 氏 拓扑 . RAE 
六 上 取 欧 氏 拓 扑 后 为 一 Urysohn 空间 ,此 (X ,7) 也 是 一 个 Urysohn 
空间 . 男 一 方面 ,因为 包含 闭 集 4 的 任 一 开 集 都 与 含有 点 DORAN 
E -FRAZ AORE T, 空间 ,从 而 也 不 是 完全 正则 空 
fel. 

LL. Urysohn 空间 与 半 正 则 空间 互 不 蕴涵. 

第 一 例 ”存在 其 个 Urysohn 空间 , 它 不 是 半 正 则 空间 ， 

$ P= {irn lr yER,y>0} JEEP ERR GT r 再 令 
X=PUL RP L ASM. EX bith c', ER HTP eR 
形 如 {x} UCPNUD 的 集 组 成 ,其 中 reL, mU 是 平面 内 的 点 x 的 
欧 氏 邻 域 ( 参 看 例 7). 

A 和 上 的 拓扑 = 强 于 上 的 欧 氏 拓扑 ,而 后 者 为 一 Urysohn 
空间 , 琶 (X,r') 亦 为 一 Urysohn 空间 . 由 例 8 中 的 第 一 例 可 知 ， 
Xr) A EFEN i. 

第 二 例 ”存在 某 个 半 正 则 空间 , 它 不 是 Urysohn 空间 . 

例 9 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

12. 存在 完全 正则 而 非 正规 的 拓扑 空间. 

第 一 例 BE P= ((é,9) |E.9ER. nO) ft EE FEE tH YP 
上 取 的 古 欧 民 拓扑 r ML ASX =PUL HEX LRG 
Th rR ERR Sh eM Ea} UD 的 集 组 成 ,其 中 
TELM DARWFL ECAN OWA MABE 12). 

GQ) (Xar E T = a. 

RITEAR, X KHF RTEA. Wu U EX 
EREKEGS) PAAR, Bee. FE, EP WE rA -个 


= 了 


Fá N 
\ 
i ID 

\ / 
` Ed L 
ge -一 一 

x 
图 ig 


邻 域 六 ,使 VCU ,这 是 因 鸭 对 于 这 样 的 点 xz, 这 两 种 拓扑 有 相同 的 
拓扑 基 . E EL MGE REA r APERAR 4 fE ANXU 
参看 图 13), 显然 ,此 时 必定 存在 -个 圆 盘 A, 其 半径 为 A BOE EE 
的 一 半 , 它 与 工 切 于 xz, 且 包 含 于 信之 中 ,因此 .A1CU, 妈 拓 扣 or 
TKR HEF. 

H X FERRER Fh PEED, 空间 , 故 (CX:r) 也 是 了 空间 ， 

Gi) (Xr ARS TEMS H. 

ARX OFAR ARAIKA 我 
们 只 要 证 明 存 在 连续 映射 f; {XX,r* ) 一 [0， 
1 了 使 六 5 一 0 而 对 任意 re A, RA F(x) 
=], 

O) 车 5EP, 则 存在 8 的 一 个 邻 域 U， 
使 CX\A. 因 UV 在 拓扑 7 与 在 欧 氏 所 站 
ZEBRA X WIR MEN ME XU 在 欧 
Rathe TERRE. 因 欧 氏 拓扑 是 完全 正则 图 13 
aE XN 与 点 5 TA. AOR ith r FY RSE BRS S: 
(>[01 i £6) 0, TERE ee XU A fa) = 1. 
PAGES) co ORF RRR Hab a /在 拓扑 oS PF EE. 

(2) EDEL MOET LOA OWRD. DEA 
不 相交 . 设 号 的 半径 为 8, 并 定义 有 映射 FX, 70.1 a F: 

FC) =0. 4% rE DU {Bat A irn FE ME DN, S 

PCED — [CE bY +) / 269. 


E Tti oo) 就 是 开 集 二 Th Sl Ce. 1d) 就 是 开 集 XX\D,， 
其 中 已 RG e RY LOLA J OPW i EX, 
COA LOI RM ESA. A) =0,; 而 对 任意 xEA4, 都 有 
= 

13.0235) CX 是 完全 正则 空间 ， 

GD 《和 rr 不 是 正规 空间 . 

我 休 注 意 到 每 -- 点 =E 工 的 拓扑 基 的 等 个 元 至 多 含有 工 的 一 
个 点 :因此 :过 的 每 个 子 集 都 是 闭 的 (其 中 每 一 点 部 是 孤 立 点 ), 于 
E AARE OCL SMR ICL 是 黄 个 不 相交 的 闭 集 . 

兹 证 分 别 包 含 忆 与 7 共 任 意 两 个 开 集 都 是 相交 的 ,从 而 (XX， 
5 ?不 是 正规 空间 . A ERK OA PR 5 V, E1 
UDQ.VDL MRA OVI LAE n 为 半径 且 急于 
LORS OWA DEV. > 


S= {z € Ir > È AD, CV 


TU SRS. | SARRE OQ RRR WEL. OM Po 
FTP r ARIK Rah. AS BRS, ECL.) PRAT 
AE Ae AC Rh ÈE KI SAT AE TE JY E B Cz. bd, fE Ca D CS, BD S. TE 
Ca, 6) PAS. Tae {ERA PR re (a). 的 每 个 健 城 必定 与 
相交 , 即 上 与 WV 相交 . 

13. 存在 正规 而 不 完备 正规 的 拓扑 空间 . 

没 天 是 线性 序 集 ,在 XX 的 两 端 添 如 最 小 元 及 最 大 元 , 记 此 集 
HY. S 

e = ilad) = iy E Yla yaba €h, 
ab CYL, 

Lee HEY ERAMI iE AER 2 RARE 
间 . 闭 区 间 的 定义 是 明显 的 . ET th eB REE 
T: zM. 

在 小 于 或 等 于 (小 于 ) 序 数 & HFL ERAR HEE 
maji oe). 


+ Fda 


Ci) [Gyo] 是 紧 空 间 . 
we HL of MHERT RM BRE” Hap HAs as. 
WAVY, MAMIE A a TE 的 元 中 会 和 者 设 为 Pa, Fa 的 左 
端 设 为 ap. 如 此 继续 下 去 ,作成 序列 和 ,em… 必 须 仅 经 有 限 次 达 
到 0. EUe >a. FR RRR. RAAF Oe. CRA 
最 前 元 素 ,这 与 序数 集 是 良 序 集 发 生 矛 盾 . 故 只 能 取 有 限 次 即 达 到 
oA m” 有 有 限 子 覆盖 . 
GD 设 ALO, o,f BR, BFE HELO, we, ?上 的 连续 函数 OS 
二 {rl7(r}=0} 成 立 , 则 A 或 4 的 补 集 必 定 是 等 终 的 ,其 中 属 
是 第 一 个 不 可 数 序 数 . 
假如 相反 : 则 必 有 零 集 4 存在 .使 和 A 及 [0,w)\4 都 是 共 尾 
的 . 
关 4 为 零 集 , 故 有 连续 函数 六 [0 一 Le, 1 fE 
A = (2 € [0,@,)|f(r) = 0}, 
4 B=(0.0,)\A, Db 
B= {z E [bre C) ¥ 0) 


=Üfz fo |> 4}. 
1 


& B= r| Si), B= Ü B. BB, AAR BN F. 
集 . 
E B, HRE, M supB,<e,, FB 
sup sup B, << w. 
这 与 [0,e)\A 是 共 尾 的 矛盾 . 故 必 有 B 是 共 尾 的 . 于 是 有 列 
EAE B, 
存在 . 若 supa,=a, W «€ BNA. {1 BNA= DS. FA. 
GH) CO, e) E HE fal. 
RAS F,H FAHS E.W FH RER RREH. 如 果 
FH BH Bad MAFI 
aL A oa oA oa E FP, EH. 


a Fir 


4 sup ame Nec KN ALTA. & Fo 中 必 有 不 是 共 屁 的 , 设 下 
不 是 共 履 的 , 则 有 eLa, t FOE a] ALO.) A Fe lal, He 
Os E Æ KA Hausdorff 空间 ,从 而 L0,o] 是 正规 的 .到 开 集 己 ,， 
使 FCU AN) a] CV, UNV = AUNT oa] 2 

W = V U (aw), 
NW 是 开 集 且 HCW, UNW= Ø. 

Gv) L0,m2) 不 是 完备 正规 空间 . 

设 下 为 [0,w) 中 的 极限 数 全 体 , 则 下 是 闭 集 .FF 与 [0,w3\F 
都 是 共 尾 的 , 故 由 5ii) F 必 不 是 堆 集 . 由 定 多 ,[0,wm) 不 是 完备 正 
规 空间 . 

(vy) [0.0,) bie oe /是 有 办 的 . 

i SF ERA ERASOTE orena El | >i. 
supa =P, W] 在 8 连续 性 不 成 立 . 

(vi) FLO) LINER A FETE aca ,对 于 a 入 Bw 
的 任意 8, 有 D= fp). 

由 (v),f 是 有 界 的 . 故 存 在 正 数 a, 使 |F| 志 a. RS MARA 


G. 
Gla} = CG A (haw) X [aa a <a, 
# A= {alfo 0} JN AEH PRS. HG, 4 REO eA 
是 等 终 的 , 即 有 n 存在 ,使 下 述 之 一 成 立 . 
Gla) C La) X [— 4,6], 
Gla) T Law) x Tova], 
用 二 分 法 将 此 作 尘 继续 作 下 去 ,可 取得 点 列 {&}, 闭 区 间 序 列 {1,}， 
满足 
Gla) Cle.) XE DE), 
dL) — t. 
注意 ， EE 为 一 点 , 令 为 {8}). 设 sup a =a, Yack at. A f(a) = 
FB =b. 
14. FEEMM AS EMSA. 
第 一 例 (Alexandroff EAH) jx 是 单位 闭 正方 形 [0,1] x 


» To 


[0,1], 
A = prr) Jz € [0,1]}. 
定义 点 p= GOCX KEIEN F: 
当 p= is) EXMA RT, GO WRA POE p SHEA F x 
NG) = (Gy) E XNA |t— y| e. 
当 p= ld) EXA R p= lr EAM, (rr) RR X A 
的 平行 于 x HHRMA ERR ERK KR PRRAA I BR 
直线 一 royzri oe, EAA. Be 
Me (ses) = (Cray) © X||y—s| <e, 


x FE Rye Eps Eyl. 


图 i4 

G) X 是 Hausdorff 空间 ,从 而 也 是 T, 空间 . 

设 (zy Cre 12) EX H Eny Cray) E yEy Mar 
HFEA R (zy 与 人 rs 的 两 个 不 相交 的 水 平 开 长 条 ,从 而 
DBE SE ri) Gas yD AFTRA NBR. FB y= y 
则 Ey RE nA ye PRE Hy WM FE SA Co ye) 
的 水 平 开 长 条 ,我 们 可 在 这 个 长 条 中 去 掉 通 过 点 (xr,,w} 的 垂直 线 
而 得 tri,y2) 的 一 个 邻 域 ,这 样 一 来 , (zi 的 任何 一 个 邻 域 都 与 
Crzsyy2) 的 这 个 邻 域 不 相交 , 故 X E Hausdorff 空间 . 

GD X 是 正规 空间 . 

因 每 个 紧 的 Hausdorff 空间 必 为 正规 空间 ,故我 们 只 要 证 明 
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六 是 紧 空 间 即 可 . 设 1C,} 是 XX HERTS 
= {al AAD). 

再 设 了 是 六 到 yy 轴 上 的 射影 , 则 {POCU)|aEB} 就 构成 了 L0,1] 的 
TAB 因 [5,1] 在 相对 拓扑 之 下 基 紧 的 , 故 存在 有 限 子 覆盖 
{PU Oa. FAX EAT MULL BSA EX 
LW @ BS SH MAREE ET U EKEKA, 每 个 长 条 中 只 有 
有 限 多 条 垂直 线段 . 因此 ,对 有 限 多 个 邻 域 UG 二 1,2,…,n) 而 
言 ,总 共 仍 为 有 限 多 条 垂直 线段 ). 这 些 有 限 多 条 垂直 线段 中 的 每 
一 条 都 可 以 从 1 中 选 出 有 限 多 个 元 来 覆盖 . AX EKK. 

GD X 不 是 完全 正规 空间 ， 
ASI X ART; 空间 ,好 要 证 明 存 在 两 个 分 离 集 台 4 与 
B.AQB=AlB=6 ,而 不 存在 分 别 包 含 4 与 8B 的 两 个 不 相交 的 
TEET. S 


A=A\{(O,0},8 = (Cr,y)| 
ziz 0.y¥= 0}. 

RAS BARA. RU 是 包含 8 的 酝 一 开 集 , 则 对 每 一 点 
(zx,0)E€E 8B8, 存 在 一 个 高 度 为 8, 的 垂直 线段 ,而 此 垂直 线段 含 于 已 
H, 因 [50,1j 是 不 可 数 集 , 故 对 某 个 自然 数 n,{c, |e, > 1 /n) BE 
集 ( 实 际 上 ,这 是 一 个 不 可 数 集 ). 由 此 可 知 , 对 于 点 (1/n,1/m) EA 
而 言 , 它 的 每 个 邻 域 都 与 U 相交 . MS AGED AGB 
的 两 个 不 相交 的 开 集 .因此 ,和 不 是 T 空间 . 

第 二 例 CTychonoff 板 ) 设 ow 是 第 一 个 可 数 序数 ,w 为 第 一 
PR AT BOF BX = (0.0), ¥=[0,0, 1.2 X XY, 由 例 13 AX 与 
Y 都 是 紧 的 Hausdorff 空间 ,从 而 Z 关于 积 拓扑 也 是 紧 的 
Hausdorff 33 fa]. 于 是 ， es 

令 Zo 二 ZNÍ {Cw w) ,在 Z, 上 考虑 相对 拓扑 ， BR Zo 为 
Tychonoff $. Z, KEERA, 即 正 规 空间 Z 的 子 空间 Zz 不 是 
正规 空间 , 亦 即 Z 不 是 完全 正规 空间 , S 

A = {wy |y E Y), 
= {rw)|x € X}, 


NAN BRE Z HATE . AAECNREAHRRAT OE AR 
BY 3 (® . mi TE Hausdorff 35 (al + Bf Se A A a. Fi. ASAN Zu 
B= BZ. ME Z AAR. Aid RAH. AA 
Ae Bo= CAN) ZMN LENZ 
=(AN BN 4, 
= {Ca} A 2, = g. 
设 G1,G, EZ. 的 任意 两 个 开 集 ,使 
ATG, CG, 


则 必 有 GAGA D. 
实际 上 , 因 G: BRR FOIE BA a, FER ny) | 
ac CG, A 
a = supa jna = 1,2}, 
则 = 也 是 具有 可 数 势 的 序数 , 即 ec. 
A G 是 开 集 ,对 于 etl, A nun tE 
C= {ret Dime Crn CG). 
ER CTG RM CIGANA. 因此 ,Z。 不 是 正规 空间 . 

15. 正则 而 不 完全 正则 的 拓扑 室 间 ， 

在 例 14 第 二 例 的 符号 下 , 设 Z; 为 Zr 的 副本 CE IN). A.B, 4} 
BART ME As Bn 的 Z; AUD. 当 : 为 奇数 ntl 时 ,将 Bai A Baie 
贴 合 . 即将 Bw; 1 和 Bz 1s 相对 应 的 点 看 作 是 同一 点 . 当 i 为 偶数 2n 
时 ,将 4% 和 Ass,1 贴 合 . 设 5 为 如 此 得 到 的 点 集 ,部 S= UZ. ES 
中 导 人 拓扑 如 下 : 

UTS 是 并 集 , 当 且 仅 当 对 于 各 UNZ BAR. FES 是 完 
全 正则 空间 , 设 p 和 5;T=SUt{p}),S 在 全 中 是 开 集 ,p 点 的 邻 域 
BHA 


(Un = (S\UZ) U fp} ne NI. 
如 此 导入 的 拓扑 ,显然 丁 是 正则 空间 ,由 例 13, 对 于 [0,w) 上 的 连 
SR OA ace, 和 常数 a, 使 对 a 过 8B 二 wi 的 任意 8, 恒 有 
A 二 了 to) 二 a.a 称 为 了 MRE. mew RARER. 
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lim gln) = a, 

实 蒜 上 B g EHXO o D ERREA ar WERA U) X Eas 
oe). eH A LN RBA (e) X Lose), RERA aie) Ra 
BK Y<. 由 

lim gY) = lima, = glen Y} = a 
Be am gw, 49 Bl) 


him geiw) = a, 

T 不 是 完全 正则 的 . 

实际 上 ,观察 pp 点 和 UUs, 考虑 在 UU; 的 外 部 取 值 为 1 的 /EE 
CT.D. A SHEA 上 的 常 值 与 在 A- EY AB BB, 
媒介 一 致 . 这 对 于 任意 的 = 都 成 立 , 故 在 各 A, 上 的 定常 值 都 必须 
是 1; 从 而 fl(p)==1; 即 了 不 是 完全 正则 的 . 其 实 , 了 甚至 还 不 是 
Urysohn 空间 . 

16. Urysohn 空间 与 正则 空间 互 不 功 潮 . 

第 一 例 一 个 Urysohn 空间 , 它 不 是 正则 空间 . 

fl 11 第 一 伪 中 的 招 扑 空间 具有 所 需 的 人 性质 ， 

第 一 例 一 个 正则 空间 , 它 不 是 Urysohn 空间 . 

例 14 中 的 拓扑 空间 工具 有 所 需 的 性 质 . 

17. 完全 正规 而 不 完备 正规 的 拓扑 空间 . 

设 AAO POX. tr X MARSH EH X\CHEC 
或 含有 点 ,或 为 有 限 集 . 

Ci) X 是 完全 正规 空间 . 

ER- XET 裤 闻 ,因此 ,为 证 区 是 完全 正规 空间 ,只 要 证 明 
CET: 空间 即 可 . 任 取 HADAT ASR SABI 
不 会 点 PM AD BBR. GABAA pM. pea, 
则 BAAR. TE, RARESA XN 也 是 开 集 即 可 .很 如 六 \B 不 是 
开 集 , 即 BB 不 是 闭 集 , 则 B 必 为 无 限 集 , 从 而 请 也 为 无 限 集 . 因 
A\ BE FE , 故 pe BANS AQ B= 2 RA FG. Fuh X Æ T, FE 
间 . 


gü 


GD X 不 是 完备 正规 空间 ， 
为 证 贸 椒 是 完备 止 规 空间 ;我 们 只 要 证 明 闭 集 {8} 不 是 Ga E 
即 可 .很 如 不 然 , 即 


KPC 都 是 含有 点 的 开 集 ,于 基 ,G; TRA OC 的 形式 ,这 里 
C AARE. EE. AG 为 有 限 集 ,从 而 
X\{p} = XN AG. =U XG) 

至 多 为 一 可 数 集 , 予 盾 . 

18. 存在 某 个 正规 空间 的 子 空间 , 它 不 是 正规 空间 . 

例 14 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

19. 存在 某 个 非 正规 空间 , 它 的 每 个 真子 空 疝 都 是 正规 的 . 

设 下 二 {11,2,3}, 今 

r= {G12.3}) {1,2}, {2,3}12)), 

WX 的 闭 子 集 为 客 , 外 ,13),{1}),{1,3}. 显 然 ,不 相交 的 非 空 站 的 
真子 集 只 有 13} 与 11). 分 别 包 含 13 与 (1 的 开 集 必 和 相交, 故 X K 
是 正规 空间 . 然而 ,X 的 每 个 真子 空间 显然 都 是 正规 的 ， 

20. 存在 两 个 正规 空间 ,其 积 空 间 并 不 正规 . 

一 般 地 说 ,正规 空间 的 乘积 并 不 是 正规 空间 . 例如 , 设 [0,w,} 
为 所 有 小 于 第 一 个 不 可 数 序数 w 的 序数 所 成 之 集 ,[0,o] 为 所 有 
小 于 或 等 于 w 的 序数 所 成 之 集 , 并 在 [0,w}) 与 [0,w] 上 都 取 区 间 
HF ; 则 [0,w) 与 [0,wmj 都 是 正规 空间 (参看 例 14 第 二 例 ). 

O) 车 了 是 从 [0, 吕 到 50, 器) 的 映射 ,使 对 每 个 rE lon), 
Fer, MEE PELO wD U.S MARRS. 

任 取 FE [0.09.4 eof la aa Hf Cr) A] 

< flr) Say 

EE (ot SP Cn A ‘HIG La Se [0.0.3.3 PAE A 
U FETE ap ihi 


rle ra PICU. 
a ANE oe AE RAR AD r De oe) REIS HE H n>m 时 ， 


“Ble 


axl af Ai 收 仇 于 总 PEA UE Cr) N 
F gW 
lim r, = lim Tero = 8. 

FES ARPEJ] i Crn Orn nE N HA F A). 因此 ， 
(OA f MARA. 

GI) [0,09 X (0,0, AN SE AM IF. 

4 A=[0,0,)X fo). B= {€2,yIE L0,@,) X10, Jf zy}. 
因 补 集 

Dara) x [om AE =U {[[6,e) X Cem] e E [0.0,)} 
EREM BEAR. H ANE = D. HUHS 4 的 任意 开 集 . 
Xi- cE 10,02, Areo CU ATE eo E0 f(r) 
rn f DN EU. Mie Li REGTE BELO, 0). 8 
(GOCKRATHARHR A. AM Et E U WRA. ha, 
包含 吾 的 任意 开 集 必然 与 0 相 变 :, 即 [0o:w)xfiom] 林 是 正规 空 
jj. 

注 TARU 用 比较 初等 的 方法 构造 了 两 个 正规 空间 ,其 
积 空间 并 不 正规 ， 

21. 存在 不 可 数 个 可 度量 化 的 可 数 空间 ,其 积 空间 并 不 正规 . 

设 N 为 自然 数 集 :并 在 N 上 取 离 散 拓 扑 . MIR NOE A 
N 的 副本 ,A 为 一 不 可 数 的 指标 集 . 令 

X= |N, 

BUX BA MEA TARE A BN 内 的 映射 a= (4). 

对 每 一 自然 数 上 &, 令 A 为 所 有 这 种 点 zx= it EX 所 组 成 , 它 
满足 条 件 :对 每 一 不 同 于 点 的 自然 数 n EEFE- AE Ec. 

Bt A BE X ERS PA A ROR A 
36. 因此 ,如 果 站 是 正规 的 ,那么 就 应 该 存在 不 相交 的 开 集 上 与 
Vf VDA. VOA* 然而 ,这 是 不 可 能 的 . 

22. 存在 两 个 完全 正规 空间 ,其 积 空 间 并 不 完全 正规 . 

HX 为 实 直 线 , 令 


上 2 


de = ilat la E X}, 
易 证 ,{La'5)la'eEX)} 是 于 的 一 个 邻 威 基 , 这 个 邻 域 基 生 成 世上 
的 一 个 折 扑 了 而 使 于 为 — Path 28 fa). FT oa) Land), 
la, too) Z RA AA XA. 因 
(4,6) =U {[e,é)|a<a <i 6}, 
Mia OBA. 同 硅 , 形 如 (一 0, 与 ta, 十 避 ) 之 集 也 部 是 开 集 . 
Blue. Eth rc BRP X EASKE Fh MATT CX oÆ Hausdorff 空间 . 

KRABBEX HATS ES TH.M ANB-ANB=O.R 

XN BEEF AB MER ce XB, OE x. © X WA Le CXNB. fr 
oO, = Yaz), 
则 Os 是 包含 4 的 开 集 . Ae. TELDA BEE On. 

iE aN O= SB. RM O NOED. WE <E A FER 

有 

Lasz) N (bor) + Z. 
不 区 假定 a<b I 6€ Llar TXE. 这 是 不 可 能 的 . EE ANO 
=O AX ET Sle. AX RE -A Hausdorff 空间 , 故 它 是 完全 
正规 空间 . 

SYO-XXX. 可 证 了 不 是 正规 空间 ,从 而 也 不 是 完全 正规 空 
间 . 

对 每 一 点 p 二 《zy)EY, 合 点 的 分 域 基 为 {S(p,e)} ,其 中 
SDRT AM p IA >r 为 边 的 半 开 正方 形 . 

S L= [ry |y 一 一 WLAY 的 闭 子 集 ;而 且 由 于 当 
PELALOS(p.e) = {1 在 相对 拓扑 下 ,I 上 鞋 的 每 一 点 构成 的 
单 点 集 都 是 开 集 , 因此 ,上 的 相对 拓扑 是 离散 拓扑 . 于 是 , 若 令 

K = (le, ~ ala PR), 
WK 5j LK BAY MATH. SB 
KAN UK) = Ø. 

FEK 与 工 M 不 能 被 并 集 分 离 , 即 不 存在 开 集 Ox 与 Oax 而 
A KTO FAAK) COn, BOOx Onn =. 

事实 上 RWS KAFE 口 , 则 对 短 一 点 pEUNL BEL 
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fy 为 边 的 半 开 正方 形 SC poe) CUS 
S,= [p E Kla, > 1l/aH SCp-4,) CU}, 


B L= UNK U ÚS. HARIR UNEO U US 构成 了 CL,r' ) 的 一 个 


可 数 覆 盖 ,其 中 zr* 是 工 上 的 欧 氏 拓 扑 . MAL ) 是 第 二 纲 集 , 故 
{5,} 中 至 少 有 一 个 3。 CEL r ) 中 不 是 无 处 稠密 的 .于 是 ,在 工 
HER Rl (a. OTA @,6)CS, ik ES, BS, ACL OP 
闭 包 . 因此 ,对 ra, 如 中 的 任意 有 理 数 +,r 的 每 个 邻 域 都 与 UU 相交， 
WKS AK 不 能 被 开 集 分 离 , 妈 Y= 二 关 XX 不 是 正规 空间 . 

这 个 重子 是 由 Sorgenfreg' ”1 作出 的 . 

23. 存在 一 族 完备 正规 空间 ,其 积 空间 并 不 完备 正规 . 

设 1 一 [0,1], 并 在 ! 上 取 通 常 拓扑 , 则 了 为 一 完备 正规 空间 . 
然而 ;不 可 数 个 完备 正规 空间 了 的 乘积 空间 性 不 是 完备 正规 的 、 
因为 这 个 空间 中 的 单元 素 集 为 闭 集 , 但 不 是 6 集 .事实 上 ,我 们 考 
Er PRENE o=. 所 成 之 集 . 设 人 ,是 了 的 可 数 个 开 邻 
bh, ATE 

U, =f (Pm la € Fy}, 
APO HULPE: LATAE, F. 为 工 的 有 限 子 集 , 则 


ru, =Ü {P pla E Ü F, 


为 含 HSE HB V= NUP HUF, INS a> 


z= 


Cx) = 1,7=a, 
oe O, «fa, 
则 ge NUNE ETRE A Be Be kT BN TE HR SBE BI 


并 不 完备 正规 . 

24. 存在 某 个 正则 空间 的 商 空间 , 它 木 是 正则 空间 . 

设 共 为 一 正则 空间 ,但 它 丰 是 让 规 空间 . 例如 , 例 12 的 拓扑 
空间 就 具有 这 个 性 质 . FE FE X OE ABR AN B=. 
不 能 内 开 集 分 离 . 令 

A= {tx |r E X}, 


rd 


M=aAU (AXA). 
A X 是 正则 空间 ,从 而 也 是 Hausdorff Ei A AX x X PAS 
集 . 又 ,1 是 XX MAR AXABR XXX WRITE. 因此 ,JM 是 
Xx XA PR. S 


Y = X/M, 

ED Y KLAE A iej E X\A). AY 中 的 点 4 及 闭 集 {{x}1zE 
BY AR HE FASE BE SD S AY 不 是 正则 空间 . 

oT, 空间 (Hausdorff 4.52 SIEM). EME AE 
空间 也 末 必 是 个, 空间 (Hausdorff 空间 ,完全 正则 空间 ,正规 空 
间 ). 
25. 存在 某 个 由 正则 空间 X 到 拓扑 空间 YY 上 的 一 对 一 的 闭 映 
射 六 ,使 SOO KY 不 是 正则 空间 . 

吓 以 证 明 , 若 六 与 了 都 是 拓扑 空间 , 且 FE XAY Lix 
一 的 闭 有 映射 , 则 当 外 分 别 为 了 ,空间 ,T, 空间 ,Hausdorff 空间 , 完 
全 Heusdorff 空间 时 ,Y 也 分 别 是 了 , 空间 ;TI 空间 ;Hausdorff 2 
间 , 完 全 Hausdorff 空间 . 然而 , 当 X 是 正则 空间 ,正规 空间 ,完全 
正规 空间 或 完备 正规 空间 时 ,Y 不 必 是 正则 空间 ,正规 空间 ,完全 
正规 空间 或 完备 正规 空间 . 例如 , 设 X 为 带 有 通常 拓扑 r 的 实数 
EQ 是 有 理 数 集 . RAE X LRA Hth , 它 是 由 z 再 加 上 形 
w QUU 的 集 生成 的 拓扑 ,其 中 Ez 于 是 ,拓扑 7' 强 于 拓扑 工 . 
PIE E (OX ORX r ) 上 的 恒 等 映 射 是 一 对 一 的 闭 喘 射 , 显然 ， 
(X,z) 是 完备 正规 空间 ,从 而 也 是 完全 正规 空间 ,正规 空间 和 正则 
ZA 然而 ,(X,r) 不 是 正则 空间 ,从 而 也 不 是 正规 空间 ,完全 正 
规 空间 和 完备 正规 空间 . 事实 上 , 因 OX ETRE. X\Q 是 
PAE. 由 于 XQ 是 X 的 + 镜 窗 集 , 因 而 对 任何 包含 XX\Q K 
FE GGH HORE X. 因此 ,不 存在 点 xEQ, 使 有 分 别 包 含 
X\Q 与 点 的 不 相交 的 开 集 避 与 G;, 即 CX,r' ) 不 是 正则 空间 . 

26. FT, 与 7 之 间 的 分 离 公理 . 

RATS A FS BAM, 

A. HME X WS ABRTERIRP MESS. 


= 858 


B. 拓扑 空间 X 中 每 个 单 点 集 非 开 即 闭 . 
C. 拓扑 空间 元 FETT ela , 即 总 的 等 个 子 集 非 开 即 闲 . 
可 以 证 明 . 下 列 草 衣 关系 成 立 ， 

1 


© 


oY 


下 面 , 我 们 将 给 出 反例 来 说 明 它 们 之 间 的 进一步 的 关系 . 

第 一 例 MET. 而 不 满足 4 的 拓扑 空间 . 

设 5 为 无 限 集 ,p 各 5, 令 久 二 SU!{p} ,并 规定 5 的 一 切 有 限 子 
集 及 XX 本 身 为 闭 集 , 则 XX 为 一 T, BW. X PRE A. 

第 二 例 ”满足 4 而 不 满足 B 的 拓扑 空间 . 

R X= (ac ft X MHBAS.(a}.{a6} RX, Mss 
le] 多 具有 所 需 询 性 质 . 

第 三 例 “与 C 也 不 蕴涵 ,从 而 8 不 蕴涵 C,8 WARAIMT,. 

D 满足 了 而 不 满足 C 的 拓扑 空间 . 

BX 为 一 不 可 数 集 ,规定 XT RX EST 
Eit |e] XAR MXA T 空间 ,但 并 显然 不 是 门 空间 . 

GD 满足 CC 而 不 满足 T 的 拓扑 空间 . 

B X= {a.8,c), 命 XX 的 开 集 为 客 , lal dab) lar) A Xm 
X 为 一 门 空间 . 因为 对 于 点 4 与 c 而 言 ,含有 点 < 的 开 集 必 含 有 点 
a: 所 以 X RET, 空间 . 

2.0 FT, 与 7 之 间 的 分 离 公 理 . 

拓扑 空间 X 称 为 了 Si. BX HRP ETAL. RX 
AT ie). FRA X PAE PASE SY RA RAN. 

Wilansky""'5) BK T 空间 与 人 "空间 为 KC 空间 与 US 空 
fa]. FF WEAR T F FIA A R: 


TT >T, 


E => A => To 


. RG- 


REPA, H EAR E e AEE e. 

SA -EAn 空间 , 它 不 是 了 ”空间 ， 

设立 为 一 可 数 集 , 命 了 的 真子 集 是 闭 集 , 当 且 仅 当 它 是 有 限 
集 . 这 样 ,就 定义 了 X 上 的 一 个 最 小 TT, mth A XER. AX 
中 由 不 同 元 组 成 的 序列 收 敏 到 三 中 的 每 个 元 , 故 基 不 是 了 空 
jal. 

第 二 例 -ARAT SACRE TSH. 

设 XX 为 一 拓扑 空间 ,X* 是 卫 的 一 点 紧 化 . Wilansky 证 明了 ， 

定理 1 # XET 空间 , 则 X* 是 了 "空间 . 

定理 2 EXET SH WAX RT Sih. YAMS X 
是 “< 空间. 

设 六 是 自然 数 集 ,并 在 N 上 到 离散 拓扑 . 令 X=NU ib} ,这 
里 PEBNNVY, 则 X 是 非 紧 的 Ts 空间 ,而 且 半 也 不 是 < 空间 , 于 
是 ,由 定理 LS eM lax REA TOS. BERET F 
je] . 

AARET -A TS ERE T SM. 

=H ”一 个 了 空间 , 它 丰 是 了 SA. 

RX 为 一 不 可 数 集 , 命 和 的 真子 集 是 团 集 , 当 有 上 且 仅 当 它 是 至 
FIRR. ERX 是 了 ' 空 间 , 但 它 不 是 7, SH. 

Wilansky 进一步 构造 了 一 个 紧 的 了 * 空 间 , 它 不 是 T, 空间 . 
此 外 ,他 构造 了 一 个 了 “空间 针 , 使 站 "不 是 了 “空间 .他 还 构造 了 
一 个 拓 盾 空间 六, 使 "是 7T* 空 间 而 各 不 是 了 * 空 间 . 关于 这 方 
面 的 例子 ,读者 可 参看 作者 的 原文 . 

注 ” 戴 锦 生 !5, 黄 锦 能 :2 也 对 了 :和 个 “空间 进行 了 研究 

BAM ET) ET, 空间 之 间 可 以 插 人 无 穷 多 种 
空间 ， 

RPS AMG BOS | BET a ES 

设 基 是 一 个 拓扑 空间 ,4 与 8 是 外 中 的 任意 两 个 不 相交 的 

a 如 果 AB 中 至 少 有 一 个 存在 邻 域 与 荔 一 个 不 相交 , 则 称 OX 


= BT- 


Ay Ts 型 拓扑 空间 ， 

b- 如 果 AAAG ARH. BLADRYS 4 不 相交 , 则 称 
A ATS 型 拓扑 空间 . 

c 如 果 A MB 分 六 存在 邻 域 U 与 V ,使 得 UNV 一 名 , 则 称 交 
AT? WAGs lal. 

RR Ti >T o TOT. 

HAMA GR ET; STe AT Ti. AMR 


A= est, — atte, — 2a — T,0.1,2y-- erect, 
rz 一 [下 ,一切 形 如 :zlz<aeExX 的 集合 }. 
a> A= {rts Bays —4,—2,0}, 
Bofery--C2mt1)..—5,—-3,-1}. 


显然 ,4 与 互 是 其中 不 相 父 的 两 个 紧 集 , (BEA 的 任何 邻 域 皆 与 
BAZ. BAL SB Ly A 相交 ,因此 它 不 是 2 A Shs i. 
然而 X 却 是 了 型 拓扑 空间 . 

他 们 还 指出 ,Ti 地 TI. 全 如 , 设 X 是 不 证 数 的 点 集 , 升 集 族 + 
由 空 集 作 ,有 有 限 集 的 补 集 , 可 数 集 的 补 集 以 及 X ERAR, MX. 
OAT, 空间 .但 它 不 是 7Y 型 空间 . 

28. 存在 不 可 度量 化 的 紧 的 完全 正规 空间 . 

BX ESF EYP ROA C 与 C 所 组 成 ,Cs 是 外 圆 
ALC 是 内 圆周 . 我们 取 于 基 为 C, 上 的 一 切 单 点 集 和 上 上 的 每 
HF aM A Fe TF BD EC, 上 沿 半 径 的 射影 并 除去 射影 的 中 
点 的 集 所 组 成 (参看 轿 15)， 

O 天 是 完全 正规 空间 . 

区 显然 是 Hausdorff 空间 . HER X PA THATE AAG BL 
M ADC MBC, HX HARDEE. 于 是 ,在 局 aA 
Be ANC, 5 BNC, 的 不 相交 的 欧 氏 邻 域 Us 5 Un 存在 . 如 果 
aC ANC, Wa APG BRA HULA U 可 如 此 选 
择 , 便 得 


LLC, Ua 
类 似 地 ,对 5EBNMC, ,可取 5 的 一 个 邻 域 U, 使 UN A=O.H 


"BR 


fl 15 
L, OC CU,. 

因 ANC AR BANCU YUVDI BACOU (UU 是 分 
Has AS BMBMPAAZENAR. 因此,X 是 完全 正规 空间 . 

GD X HA lal. 

RUSE X HHSC, MARR. Wa U. BSR UT 的 
并 . 因 ,在 欧 氏 拓扑 下 是 紧 的 , 故 在 1 中 在 在 已 | MART BE 
FRU BAART U ENAR C 的 一 个 覆盖 ,而 且 这 
BEIT ARE C. 的 有 限 多 个 点 .因此 ,六 的 任意 一 个 开 覆 六 
SAARTE CLEA C 工 的 有 限 个 点 ,于 是 可 从 这 
个 开 履 盖 中 再 选 出 有 限 个 开 集 ,使 它们 次 住 Cs 上 尚未 被 覆盖 的 
A. mut af m. X E 

GD X 不 可 度量 化 . 

因 X 中 不 存在 在 C; 中 稠密 的 林 数 子 集 , 故 和 不 可 分 . 叉 因 天 
是 紧 的 , 故 关 不 可 度量 化 . 

29. 存在 不 可 度量 化 的 可 数 的 完全 正规 空间 . 

eX AA RMN ERRE ECX Pan 的 元 的 数 日 . 
X 的 开 集 族 如 下 确定 ， 

对 每 -大 于 1 的 自然 数 be AAR AAA 1 
HE E NX HFR REWER I 


= 89+ 


lim Nia, fa = l. 


Roe 


如 此 定名 的 开 集 族 确定 了 关上 的 一 个 拓扑 ,并 称 此 拓扑 室 间 为 
Appert 空间 . 
CG) 空间 式 是 完全 正规 的 . 
ip RX 是 Hausdorff 空间 . 
BCCX.AlLECMIE€CH 
limN (a,C)/n = 0, 
则 由 X 土 的 拓扑 的 定义 可 知 ,C 是 闭 集 . 
今 任 取 六 的 两 个 分 离子 集 4 与 B. 车 1 和 4UB. 则 A 与 8 本 
身 都 是 开 集 . 着 lCAUL APE 1E 4, 则 B 为 开 集 , 且 必 有 
lim N (a, BY /n =0 
CANLE B ARA Mi 4 与 8 并 不 分 离 ; 予 盾 ). 于 是 ,B KM 
是 闭 集 ,从 而 XB ERE. 因此 ,X\B 与 请 是 分 别 包 含 4 与 BB 的 
PAS AR ABE EY FP SR dX SEES ER a. 
GD X 不 是 第 一 可 数 的 . 
点 1 设 有 可 数 的 局 部 基 . 事实 上 ,假如 相反 , 设 1B,) 是 1 的 可 
数 局 部 基 , 则 每 个 B, 必 是 无 限 集 .因此 ,可 取 E Bs, 使 mw 人 10r. 
4 
| U = X\(2,), 
WO RAY Sei T B. 然而 ,由 于 NOx U) > n—lon WA 
lima N Ca, l) /n =], 
BD JE — PAPAL aS ERRARE mE. AEX 
不 基 第 一 可 数 的 . 
GD X 不 可 上 度量 化 . 
A X 是 Hausdorff 空间 , 旦 不 满足 第 一 可 数 性 公理 , 故 多 不 
可 度 基 化 . 
RAAPTE Appert lfi ih H. 
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第 五 章 ” 连 通 性 


引 言 
连通 空间 的 概念 已 在 第 一 章 的 引言 中 作 了 介绍 ,现在 再 介绍 
与 本 章 例 子 有 关 的 其 它 概念 ， 


括 扑 空间 的 连通 区 或 连通 分 支 , 指 的 是 极 大 的 连通 子 集 , 即 为 
一 个 连通 子 集 , 并 月 它 不 真 了 包含 在 另外 的 连通 子 集 内 . MSHA 
的 连通 区 是 指 带 有 相对 拓扑 的 4 的 连通 区 , 即 为 4 的 一 个 航 大 的 
ERTE. 

H fhe i X AEA a) aR ME AIER RX AREA 
iS ARS E. 

单位 闭 区 间 S=LO. LSE ThA CX TERRY SIX 
RE. f= ABH X PHM. 4 FOO =a, fl) =h et a AR 
为 联结 始点 a FAA b HOT, 

Etha fA] CX OR AR HS ES X 的 性 意 丙 点 
a,b 的 弧 都 存在 ， 

拓扑 空间 X EA r 称 为 局 部 连通 的 ,是 指 在 点 xz 具有 由 连通 
邻 域 组 成 的 邻 域 基 . 拓扑 空间 三 称 为 局 部 连通 空间 ,是 指 在 区 的 
性 一 点 工 都 为 局 部 连通 的 . 

拓扑 空间 下 称 为 局 部 红 状 连通 空间 .是 指 筷 的 任意 点 工具 有 
弧 状 连通 的 邻 域 基 . 

BX Ata. AX 中 不 具有 未 相交 的 非 空 闻 集 , 则 称 
X 为 超 连 通 的 ,等 价 地 赔 , 革 是 超 连 通 的 ,如果 不同 的 两 个 单 点 集 
的 闭 包 必定 相交 . 

设 APRS. 车 对 任意 4,58E 半 ,都 存在 分 离 的 {I ,V， 
使 4EU ,56EV, 则 称 XX 是 完 爹 分离 的 . 

车 拓扑 空间 关中 每 个 开 集 的 团 包 是 开 的 , 则 称 XX 为 极端 不 连 
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通 的 , 等 价 地 ,拓扑 空间 X RRP. MBM A A 
集 的 内 部 是 闭 集 : 或 两 个 不 相交 的 开 集 伍 有 不 相交 的 闭 包 . 

显然 ,每 个 极端 不 连通 空间 必定 是 完全 分 离 的 . 

连通 空间 X 的 点 p 称 收 切 点 ,是 指 站 \{p} 是 不 连通 的 . 连通 
空间 AX ALR 疡 称 做 散 点 ,是 指 Xp) Se BE HY. 

可 以 证 明 , 若 是 超 连通 空间 , 则 多 必 是 纺 状 连通 室 间 .车 X 
是 弧 状 连通 空间 , 则 及 必 是 连通 空间 . 

若 半 是 局 部 弧 状 过 通 空间 , 则 X 必 是 局 部 连通 空间 . 

上 述 赣 命 题 都 不 成 立 ， 


1. 存在 连通 而 非 绕 状 连 通 的 拓扑 空间 ， 

容易 证 明 , 弧 状 连通 空间 必 是 连通 的 . RASA MRR 
连通 的 , 例如 , 设 4 ERREN RE 中 的 图 形 ySsind r 0a 
DERE A EK. B yM ERR I r, y |2=—0,-Ie ys 
1}. BR A=AUL A A 是 连通 的 , 因 连 通 集 的 闭 和 包 仍 是 连通 的 ， 
故 所 也 是 连通 的 .但 和 的 任 一 点 与 总 的 任 一 点 不 能 用 扳 联 结 ， 
T A REIRE M AY. 

2. EM EA TSE EE HR HS. 

AS UE BA GE SH SS VA AR TA). (EAE RS 
是 超 连 通 的 , PRU X SE HE X LU eh. RX 
中 任意 两 个 不 同 的 点 a 与 5, 存 在 连续 映射 f:50,1] 一 ,使 f(0) 
=a fO)=b ik X B-P URES. HOF OX ps 
BLES) PY Sr BY Se Se, ET) A SEO Ae XY A 
空间 . 

3. 存在 局 部 连通 而 非 局 部 弧 状 连 透 的 拓扑 空间 . 

容易 证 明 , 局 部 弧 状 连通 的 拓扑 空间 必定 是 局 部 连通 的 . 代 局 
部 连通 空间 未 必 蚌 局 部 弛 状 连通 的 . 例如 , 设 X 为 一 可 数 集 , 在 部 
ERARA B 的 非 空 开 集 为 其 补 集 是 有 限 的 任何 集合 . 
于 是 ,X 的 仅 有 闭 集 为 天 , 信 以 及 任意 有 限 集 . 由 于 任意 两 个 非 空 
开 集 都 是 相交 的 , 故 X 是 局 部 连通 的 . 另 一 方面 ,如 果 ;10,1] 一 
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X STE SERRA. UX BT RK 
F = {fF lee X) 
Sy Pe A 7S He PT EiL, 1]. Eik AE HT Ré 
的 . FRU AT LX FS A Fev Pb AR HE A NY. 
4. 局 部 连通 空间 与 连通 空间 互 不 药酒 . 
第 一 例 ”局 部 连通 而 非 连 通 的 拓扑 空间 . 
设 下 为 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 , 了 一 C0,1)U(2,3), 则 YY 作为 
和 的 子 空间 它 是 局 部 连通 的 ,但 了 并 不 连通 . 
第 二 例 ”连通 而 不 局 部 连通 的 拓扑 空间 . 
WX POE RSE R 的 子 空间 :和 一 全 JJ 号 ,其 中 
A= {try |r=0,-lx yi ]}. 
B= {(a,3) (02 ly — sinil). 
A BETERRI fr) =Casin(1/7)) FEIK CO, 1 1 Re 
BE HIN. 又 蕊 一 互 , 故 蕊 也 是 连通 的 .然而 X 并 不 局 部 连通 ， 
因为 并 非 每 一 点 zEX 和 的 每 个 邻 域 U,t? PE p 的 连通 区 为 
的 一 个 邻 域 ( 参 看 图 16). 


图 ie- 


我 们 再 给 出 一 个 连通 而 不 局 部 连通 的 拓扑 空间 如 下 ， 
设 科 是 玉 中 四 下 列 线段 组 成 的 子 集 :联结 点 (0,1) 与 人 =， 


I 1 r . 
a WR Be ER YS een (a= 1.2.0 BER y= 0. Æ 
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X 上 取 通 常 拓扑 ,这 个 拓扑 空间 称 做 Nested A CSAR 17). 


fl 17 
X 显然 是 连通 的 .但 XANIC0,1)) 不 连 道 , 故 蕊 不 是 局 部 连通 


5. MK SS AMSA a. 
SP FEILUR m SE a TS E E. 
BX= (ary) (OS eS py—a/nyn=1,2,0. 8 y= 0} EE 
X ERR mth EMs O.) ,x 一 《1,0). 困 实 平面 是 了 
2 la) sift X dé TA asl de XE Ts i). 因此, 单 点 集 
{C0,0)}) 是 闭 集 ;从 而 M=X\{00.0} 是 开 集 . YOM 肉 会 点 一 
《1,0 的 连通 区 是 
C, = [iey jo <a si ley = 0}. 
G) X AN SE SBE IH AY. 
对 任意 0,4 n SAN AG 
#€(1,0).C,1/n)) = l/a Ze, 
REG.A T 2 = (1,0) a> e 为 半径 的 球 内 . CA 1 /nd & 
CoA C TEA xz 一 0,0) 的 邻 域 ,因而 CC, 不 是 开 的 . FAM 
HERK EC 不 是 开 的 , 故 蔷 不 是 局 部 连通 的 . 
Ci) 艾 是 蜂 状 连通 的 . 
H 区 的 任意 两 点 或 者 在 同一 条 射线 {x ,zr/n) 10 所 r+ 所 1} 上， 
或 者 在 籼 条 不 同 而 在 点 (0,0) 处 连接 的 射线 上 , 故 革 是 弧 状 连 通 
的 . 
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ZZB FEAE SE AK a FP Sa). 

例 4 第 一 例 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

6. 超 连 通 空 间 与 局 部 连通 空间 互 不 蕴 活 . 

第 一 例 ”存在 起 连通 而 不 局 部 连通 的 拓扑 空间 . 

iX AKF R 内 这 样 的 极 坐 标的 点 (xz 所 成 之 集 , 其 中 
?3 是非 负 整数 ,而 9E ilna U 10 参看 图 18). 在 非 负 整 数 集 
19,152， 上 取 右 序 拓扑 , 即 由 形 如 Str leo WA REEM 
RPG Shs FE ZE(O} Un 世上 取 由 实数 集 上 通常 拓扑 继承 下 来 的 
Hih 然后, 我们 取 形 如 避 XVY 的 一 切 集 为 区 上 的 拓扑 + 的 开 集 
基 , 这 里 ,zz 是 拓扑 空 间 10,1,2,…} 中 的 开 集 ,而 六 是 拓扑 空间 
107 UL 中 的 开 集 .于 是 ,含有 点 (0,0) 的 开 集 只 有 一 个 , 它 
MEXE. 


X 


图 18 

AA cA CL. ORA RERA. A X TERREA. 又 因 
X PEE $B AE E PSS A He A 3 BY , 故 A EAE ST. 

第 二 例 ”存在 局 部 连通 而 不 超 连 通 的 拓扑 空间 . 

Bal 4 第 一 例 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

7- 局 部 弧 状 连通 空间 与 趋 连 通 空 间 互 不 董 洒 . 

第 一 例 ”存在 局 部 弧 状 连通 而 不 超 连 通 的 拓扑 空间 . 

没 针 是 一 个 至 少 合 有 三 个 点 的 集 ,PE 并 . 命 X 的 开 集 为 当 点 
户 的 任意 集 及 空 集 好 , 则 并 不 是 超 连 通 的 .但 筷 是 局 部 弧 状 连 通 
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Ay We GE XRT RH C01] >X Ee 1 到 yg, 而 映 
LODA p. 

第 二 例 ” 存 在 趋 连 通 而 不 局 部 弧 状 连通 的 拓扑 空间 . 

例 5 第 一 例 中 的 拓扑 室 间 具有 所 需 的 性 厌 . 

8. BRUKER SAS HAS MRR. 

第 一 例 ROR AM TERPS. 

HX A-ZT-HRSR.EX LEB RG. X 为 一 局 部 
IURE a5 fA. AB PRX SPOR EI. 

第 二 例 MIM A ARE Th Ss W. 

例 4 第 二 例 中 的 拓扑 空间 其 有 所 需 的 性 质 . 

9. 局 部 纯 状 连通 空间 与 强 状 连通 空间 互 不 蕴涵 , 

第 一 例 局 部 败 状 连通 而 不 弛 状 连通 的 拓扑 空间 . 

f s 第 一 例 中 的 拓扑 室 间 具有 所 需 的 性 质 . 

第 二 例 弧 状 连通 而 不 局 部 踊 状 连通 的 折 扑 空间 . 

例 6 第 一 例 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

10. 存在 连通 而 不 强 连 通 的 拓扑 空间 . 

拓扑 空间 X 的 子 集 4 称 做 强 连 通 的 ,是 指 当 4CCUT 时 ,就 
E ACU 或 者 ACV LEU AV BEX 的 开 集 . 

容易 证 明 , 若 4 是 强 连 通 的 , 划 4 亦 必 是 连 通 的 . 但 逆 命 题 并 
不 成 立 , Ain iE X abeh, A 

r= {Ø iat iab) {ac} X}, 
U X 32.1 X JE, AA 
XC lab) U faye}, 

fit X BER BLS F fash) tB RRA Fiat 

11. 强 局 部 连通 空间 与 强 连 通 空间 互 不 蕴涵 . 

WiZ, RWE EX 强 局 部 连通 的 ,是 指 对 每 一 
BA r ANEU, ARE MH EE C, tE 

rE€GCU. 

HANS CX, AAR BE ROE EE ee XBR 
强 忆 部 连通 的 . 
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易 见 , 强 局 部 连通 空间 必 是 局 部 连通 的 . A. 例如 , 若 
在 实数 集 上 取 通 常 的 拓扑 . 则 它 是 一 个 局 部 连通 而 非 强 局 部 连通 
的 拓扑 空间 . 又 , 强 局 部 连通 宅 间 与 强 连通 空间 互 涉 蕴 汤 . 
第 一 例 ” 强 局 部 连通 而 不 强 连 通 的 拓扑 空间 . 
设 下 = iabe). S 
T = {a} {ab} {act X}, 
则 (天, 是 强 局 部 连通 的 . 然而 , 它 并 不 强 连 通 . 
第 二 例 ” 强 连通 而 不 强 局 部 连通 的 拓扑 空间 . 
设 LR,) 是 实数 集 并 赋予 通常 拓扑 而 成 的 扬 扑 空间 . > 
Re = RU foo} ri =r (Rh, 


则 CR*,r*) 是 强 连 通 的 拓扑 空间 . 但 它 并 不 强 局 部 连通 . 

12. 存在 某 个 杯 捉 空间 的 子 集 4 与 8, 使 4L8 与 4 门 B 都 是 
连通 的 ,但 4 与 召 并 不 都 连通 . 

AW AB ARTES Sh X WBE. A AUB 
ANBA EMA J 4 和 B 也 都 是 连通 的 . WYER. ARB 
中 有 一 个 不 是 闭 集 , 则 比 命题 不 再 成 立 , 例如 , 设 蕊 为 实数 集 , 并 
É X ERG Ht. 令 

A= [0,2],B = (1,2) U (2,3), 
wW AUB=(0.3 14 AN B=[1.2REX HEATHER ER 
不 是 连通 的 . 

13. 闭 包 连通 而 本 身 并 不 连通 的 子 集 . 

容易 证 明 ,车 4 BIAS le] X 的 连通 子 集 , 则 A 的 闭 包 4 也 
古 针 的 连通 子 集 . 应当 注 意 ,这 个 命题 之 道 并 不 成 立 .例如 , 设 4 
是 实 直线 上 的 一 切 有 理 点 所 成 之 集 , 则 4 为 非 连 通 集 ,而 有 4 HE 
通 集 . 

14. 存在 某 个 拓 瓜 空间 ,其 中 每 个 无 限 集 都 是 连通 的 . 

WK AAR A. 当 有 4 为 XX 的 有 限 子 集 ( 包 括 空 集 J 时 , 命 刀 
的 闭 包 A=A;4 A 为 无 限 集 时 , 命 AX 于 是 ,并 成 为 一 个 拓扑 
空间 . 易 见 ,多 的 每 个 无 限 子 集 都 是 连通 的 . 
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IS. 存在 某 个 不 连通 的 度量 空间 (f,d), 使 得 对 每 一 xE KX. 
feda yp RRA BER. 

容易 证 明 , 知 和 是 连通 的 度量 空间 , 则 对 每 ~ rO XR 
fp —-d WHA ATA. DH 

fy) eacle <b = fy), 
别 存在 yO X 而 有 f(y} 一 c. 然而 ,也 确实 存在 木 连通 的 度 贡 空间 
Xd), EIER R a EX das MAGS ATER. 倒 
如 , 取 实 平面 RXR 的 子 空间 Xe DCX 4AM Ye 为 有 理 
数 ,6 为 无 理 数 . 

X#ARXRG PSM, Ce -TERSA 我 们 注意 ,为 
使 每 个 拓扑 空间 Xe A) 是 连通 的 , 当 且 仅 当 积 空间 【| X. 是 连 
通 的 . X-R XRD KP R 为 全 体 有 理 数 所 成 之 集 ， R. 为 全 体 
无 理 数 所 成 之 集 , Ri 与 R, PE EWA i 了 并 不 连通 . 

兹 证 对 任 -- xzEX,f(y) 一 d(x,y) 都 具有 介 和 值 性 质 . 其 实 ， 
POS dCasy) Pf) EAR BIO. + 00) PAYA i — SB. 为 此 , 设 
c= HEX. O84 rel. to), se Bet AAS re ER 
一 点 y= laht), Bi 

diry) = dad (ash + rd) =r, 
H 5 十 x 是 无 理 数 , 鼓 (a,5 十 站 EX. G4 re lO. +o HER 
BY. Ar otr 是 有 理 数 , 则 6 一 r CR, Wa br EXE 5 十 
r 是 无 理 数 , 则 ta,5 十 让 所 X. 不论 主 一 种 情形 ,都 有 
dlix,atr=—r, 
辟 对 每 -- 2 OXF, Cy) BY EHR BLO, 4 co) 内 的 皇 何 一 个 值 . 

注 ”可 以 证 明 , 定 义 在 连通 拓扑 空间 上 的 任何 一 个 实 值 连续 
函数 必定 具有 介 值 性 质 . 反之 , 若 定 义 在 拓扑 空间 天 上 的 任何 一 
个 实 值 连续 函数 都 有 具有 介 值 性 质 , 则 关 必 为 连通 空间 . 例 15 说 明 
了 即 焦 在 度 其 空间 中 ,也 不 能 把 这 个 命题 中 的 任何 实 值 连续 也 数 
BOA SME ASG AUA rE Ashi. Cw=dla, vw RAH APE 
质 . 
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16. 存在 某 个 度量 空间 ,dz 中 的 序列 $, 使 有 子 列 了 一 417 
满足 limd (yn Yai d=6C0) =C(S),M COSA EIB ke BCCZ) 
示 序 列 Z ABER ze. 

Niechajewiez””? GF HW T WR S= (a, }. fe BS CX.) E 
的 紧 序 列 , 即 从 5S ARA OP SRY ee he A FP A] CCS) ES 
HRAZLE MHECOLELR OMAAMS 有 子 列 了 一 
iy bee AE 


limed Cyr) = 0, (1) 
CCY) = Cs), (2) 
HCY EY MRS. 
ERTH Wy, Niechajewiez K) WE RE -E 9 I A, TARA 
AR PE BE K. 王国 俊 简化 并 推广 了 Niechajewicz 定理 ,他 还 指出 ,对 
非 紧 的 序列 S 而 言 ,条 件 (1) 与 (2}) 式 不 能 保证 CCS) 的 连通 性 , 例 
FUF: 
FRAR y= i/r 1) k SRY PHBA CUR 
点 401,0) 算 起 的 x 轴 XX 二 者 构成 的 集 C=GUX. 显然 C 是 不 
连通 的 ,但 可 作出 满足 蛋 ) 滤 的 序列 了 ,使 C=C(Y). 
事实 上 , 设 = 是 任 一 自然 数 ,我 们 先 来 作 一 有 限 的 局 部 序列 
Ln L, 由 四 部 分 组 成 ; 
O Xa REAR IKK A 


Hn at] ne 
pa = l, A 了 n =F 
的 ntl 个 点 ; 
GD G ER ERRA 
7 n:— 1 n 
ny i ced 1 
r rL ri 


fl 2?’ — nt l A 
GD 上 由 60 中 的 点 按 相 到 顺序 排列 的 只 一 十 1 个 点 
Gv) Xa 上 由 (中 的 点 按 相 反 硕 序 排 州 的 一 十 1 个 点 . 
以 上 四 部 分 共 4G2…n 十 1 个 点 ,由 AC1,0) 出 发 ,先后 经 过 
AL PG E.G EM X, ERMETE n BORE FT A 


-99> 


数 的 各 点 ,最 后 回 到 451,0), 容易 看 出 ,I oe AH SH 
离 都 小 于 2/n. 

令 了 = (oo) 人 :为 由 各 有 限 的 局 部 序列 LL A EH 
出 现 的 先后 顺序 组 成 的 序列 , 则 因 L 中 每 相 吉 两 点 间 的 距离 都 小 
于 2/n iL. WRB RS LWA ACO), A 
为 0, 所 以 序列 Y 满足 条 件 (1). 又 ,了 SHC 中 一 切 横 坐标 为 有 理 
数 的 点 ,因此 C 一 CCY). 令 =7, 则 了 是 $ 的 满足 条 件 (1) 与 72) 
的 子 序列 ,但 C05) 不 是 连通 集 .显然 非 紧 ,因此 ,对 非 紧 的 序列 5 
而 言 , 条 件 届 ) 与 (2) 式 不 能 保证 C06S) 的 连通 性 . 

17. FEAR AM MIR. 

我 们 知道 , 招 补 空间 的 连通 区 一 定 是 该 空间 的 闭 集 .但 是 . 拓 
扑 空间 的 弧 状 连通 区 不 必 是 该 空间 的 闭 集 . 例如 , 设 

Y = [x,y |y = sind f/r) 0 rg lt, 

YR Y 在 取道 常 拓 扑 的 实 平面 中 的 闭 包 , 并 在 了 上 取 相 对 拓扑 ， 
则 Y 了 是 了 的 弧 状 连通 区 ,但 它 在 了 中 不 是 闭 的 . 

18. 存在 某 个 弧 状 连通 集 , 其 闭 包 并 不 弧 状 连通 . 

容易 证 明 , 连 通 集 的 闭 包 一 定 是 连通 的 . A R E AD 
闭 包 未 必 蚌 弧 状 连通 的 . 例如 , 设 | 

Y= itey) jy = sin] /z),0<oz2<1}, 

NU) Y EREE A. (8 Y RARE, EE a 
(0,0)? 与 终点 (17r,0) 的 弧 , FEE, OR A AEE MR =r, 
1 一 了 CR , fd (0) 二 00,0) ,01) 二 (17r,0) ,那么 必 有 两 个 坐标 
PRC P of A Pe 了 者 连续 ,其 中 Pi 与 P, BY OAE 7 Ahly y 
辆 上 的 射影 . 我 们 分 两 种 情形 来 讨论 ,并 指出 不 论 属 F ab — Bb 
De + ABH PRY HR 

O REER DCI ATE Elo, iE P e fao. 
Pi e (D=O BC ER NEER ESS AM n Pef] 
LO. 6) i AE Be 3 EA 2/nr 的 值 . 由 于 Po Fad = sin (i/P, > 
SOO) WG Pe 了 就 能 取 到 函数 值 1 或 一 1. 这 样 ,P, S E 
0 ANTE SE PE. 
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Gi) BEFEL D ,使 得 对 任意 :E10,6), 都 有 Pl * f= 


0. & 


as sup{tlt € TP er ft) = 0}, 

则 由 Pio (四 的 连续 性 ,得 到 P(tw) 二 0, 并 且 a 之 1; 因 为 P,。 
FO) =1/ a0. 这 样 ,我 们 就 可 以 用 (的 方法 ;证明 PP,。 了 在 1 一 a 
UA ESE AT HS FG. 

Se Brak. AT Y ASRS. 

19. P HEART E BERR REED. BREW 
RSA. FARA MRE). 

设 五 是 二 维 欧 氏 空间 R 中 联结 原点 (0,0) 与 点 (1,1/n) = 
1,2,"…) 的 直线 段 及 在 x 轴 上 的 半 开 区 间 (1/2,1] 的 并 集 , 则 椒 难 
看 出 ,8 是 瑟 与 区 间 (0,1] 的 并 集 ( 参 看 图 19). 


图 19 

显然 ,B 与 B 都 是 连通 的 ,但 它们 都 不 是 局 部 连通 的 . SB 
WEE ARE MK RT BPR ARE. 

20. 存在 某 个 连通 空间 ,任意 移 走 一 点 后 仍 为 连通 空 向 . 

eX ON n BEG DRS N. (ER 2 EX. Y= X\ a0} 并 
把 工 任 意 帮 成 两 个 非 空 集合 之 并 ， 

YSAIJBAX+ CBS GS. 

H >l FETE ae ALOE BEE abr 不 在 同一 条 直线 上 . > 
FM =el—-on+h& Sed, 
则 了 是 由 区 间 [0;1] 到 [a;8]CY 上 的 连续 映射 . 因 [0,1] 是 一 维 欧 
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RS Ma TR Mle OEY 的 一 个 连通 子 集 . $ 
A, = {rirt€E ab] Hae € A}, 
B = izje € jab] BrE}, 
则 41,B, YA X ES TE, H ACAB [ab]5AUR. 
Ala ,5 是 连通 集 ANB ACK ANS AS.FERA ANB 
FORAVBES. AY 表 成 任意 两 个 非 空 集 A4 与 BB 之 并 ,都 有 
AN BAO RR ANBAS MY 是 连通 的 . 
其 实 还 可 进一步 证 明 , 对 任意 至 多 可 数 集 ACK XNA 仍 为 连 
通 空间 . 
21. 存在 完全 不 连通 的 非 离 散 的 拓扑 空间 . 
如 所 周知 .离散 拓扑 空间 是 完全 不 连通 的 .但 是 ,完全 不 连通 
的 拓扑 空间 不 必 是 离散 的 . 例如 ,FR 汇 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 ,QQ 
表 有 理 数 的 全 体 . 鼠 作为 所 扑 空间 及 的 子 空间 是 完全 不 连通 的 ， 
但 QQ 上 的 相对 拓扑 并 非 离散 拓扑 . 
22. 存在 某 个 完全 不 连通 的 认 量 空间 ,其 中 任意 开 球 Bar) 
的 闭 包 都 是 闭 球 B_a,r]. 
设 亏 为 带 有 通常 拓扑 的 Cantor 三 分 集 , 则 扎 为 完全 不 连通 
的 度量 空间 , 且 其 中 任意 开 球 
Bla r) = {rld{ra} <r} 


的 财 包 都 是 闭 球 
Blar] = (r|d(z.a) <r}, 

T “一般 说 来 ,度量 空间 中 开 球 的 闭 包 未 必 是 一 个 闭 妹 . 上 述 
反例 说 明了 也 确实 存在 完全 不 连通 的 度量 空间 ,其 中 任意 开 球 的 
闭 包 都 是 闭 球 . 

23. 存在 某 个 连通 空间 ,只 移 走 一 点 后 就 变 成 完全 不 连通 空 
fa. 

下 面 的 合子 是 由 Knaster 和 Kuratowskil” :作出 的 . 

BC 为 10, 匡 中 的 Cantor 去 分 集 , 庆 是 实 平面 中 的 点 (172， 
1/2). 对 每 一 <GC ,我 们 用 工 (c) 代 表 连 结 平面 上 两 点 c 与 户 的 闭 
HARE. eX EC EWE. 
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X=U{L(o |e € CH. 
ik E EHE Cantor 集 避 时 从 10,1. 中 移 走 的 -- 切 开 区 间 的 端 
Hak Xe RR E EME: 
Xs =U {Lee dle € E). 
HW, oe FOE, X 代表 五 上 的 锥 ， 
Xp =U (hteo|e € Fh. 
然后 , 令 
Ye = {ay © Ri]y EQ, 
这 里 , 包 是 有 理 数 集 . 而 令 
Ye = [izy E Xly QI = Y; U Yrs 
FEX Y LARR BK GE HAR F HE H th. 
P 


F| 20 
O 拓扑 空间 Y 是 连通 的 . 
任 取 了 的 两 个 分 离子 集 4 与 8, 其 中 peA RIAR EIEN 
某 个 稠密 子 集 SCC,4 包含 YY 中 的 一 切 这 样 的 点 ,这 种 点 位 于 5S 
的 锥 上 . 于 是 ,4 一 立 , 从 而 了 是 连通 的 . 
对 每 一 cEC, 令 
i) = sup{B NN Lich. 
E BALO =Ø, ME ic) 一 ce. 易 证 ,如 果 ee M OAY. 
事实 上 ,假若 iC EY, 则 Llc) 既是 AMR, RE BRA. 这 是 
FAR. 其 次 ,车 BNOS, DW ice) 一 c BY PIL“ Ye 中 . 
因此 ,对 每 一 cEC, 或 者 EOY MF Mo =ce VY, S 
S= {e € Fle=Ke)', 
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T= {e € CIL N AAS, 
这 里 H =i laro HO = rr MET eE Fhine, 12] 
全 体 有 理 数 . 每 个 H RAR =r LEAR MEST, E 
A Ino. a CEE MiSo BA ANLO Ø. A 
— 71, Pa TCE. A T= UT MW F= SUT, M m 
C=EUSUT, 
这 里 ,C 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,是 可 数 集 . 易 证 ,每 个 EC 
中 都 是 无 处 稠密 的 ,事实 上 ,假如 相反 , 即 存在 某 个 全 ,使 刺 王 人 
EC HAIRS ABB. 于 是 存在 开 区 间 己 ,使 习 门 CCT 己 五. 然 
而 ,每 个 CNC ASA ERR KSUNCCE RETA. 因此 ,五 
UT 是 第 一 纲 集 , 而 忆 不 是 第 一 网 集 . HA. S=C\EUDDE CP 
是 稠密 的 . 
EMER. ASEC 中 稠密 , 故 含有 点 9 的 每 个 开 集 必 与 某 
个 Lte) trES) 相 交 . 据 集 5 的 定义 , 当 cE35 时 ,有 
YA CLM) TA, 

AMEA, Mii A=Y. BY BEER. 

Gi) 了 "二 了 \{p} 是 完全 不 连通 的 . 

ER 4CY', 且 A 至少 含 有 两 个 点 ,车 及 是 某 个 "(的 子 
集 , 其 中 

L'i) = itr, pe ho|lef EB yeEQ) 


或 
L w = {ry E Lleol E FH» & Qh, 

则 4 显然 不 是 连通 集 , 如 果 A 中 至 少 有 两 点 rs 分 别 属于 两 个 不 
FAA E oO L'e, E ed EC Hee, MEY AY #b SE HP 
有 一 条 通过 点 (1/2,1/2) 的 直线 隔 开 x 与;, 这 就 是 经 过 (1/2,1/2) 
AE — GO) HAR SR RA <tr’ He AC. IW, A 仍 是 不 
连通 的 . 

总 之 ,Y' 是 完全 不 连通 的 . 

ARPA EASA PRA PR Sb 23 M Y BOBO. EE BOR A I th 
空间 的 第 一 个 例子 . 
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24. 存在 可 数 Hausdorff 连通 空间 . 

Urysohnt"?! 证 明了 正则 的 连通 空间 必定 不 可 数 . 然而 ,确实 
ff ££ af $e Hausdorff 连通 空间 . 第 一 个 这 种 例子 是 由 Urysohn fE 
出 的 , 这 里 介绍 的 剑 子 属于 Bing”! 

设 忆 为 有 理 数 集 , 令 

X= Cry |y 20r y ER 
Mt a SE OB 0 ae WE X 的 邻 域 为 

NE = {CT U Bea + yi) U Bia — 9 f/f), 

这 里 BCO=ir€Q||r—&i<e} .Q 是 x 轴 上 的 有 理 数 集 .因此 ,每 
个 Nia EBA Ce EAT RAR. SE a g 
中 心 是 二 办 上 的 无 理 点 z 士 y/ ,而 卫士 y/8 We WR 
ALG. 

拓扑 空间 X FET RK Hausdorff 空间 (参看 第 四 章 例 6 第 二 
例 ). 因 和 的 任何 两 个 非 鹤 开 集 的 闭 包 都 是 相交 前 , 故 X% 是 一 个 连 
通 空 间 . 

注 Baggst“ 进 一 步 构造 了 -个 可 数 ( 或 不 可 数 } 的 Hausdorff 
连通 空间 ( 芒 ,o), 它 有 如 下 性 质 : 对 关上 每 个 严格 强 于 so 的 拓扑 
,这 里 (X, 站 是 连通 的 , 则 一 定 存在 严格 强 于 7 的 拓扑 7Y' ,使 (X， 
XY) 也 是 连通 的 . 也 就 是 说 , Baggs 构造 了 一 个 Hausdorff 连通 空 
ERE RA RRA BISA SP. 

25. 存在 可 数 Hausdorff 连通 ,局 部 连通 空间 . 

Bing 枸 造 了 一 个 可 数 Hausdorff 连通 空间 (参看 例 24), 这 个 
空间 不 是 局 部 连通 的 . 于 是 便 产 生 问题 ;是 否 着 在 可 数 Hausdorff 
连通 且 是 局 部 连通 的 空间 ? Kirchm 纵 这 个 问题 以 肯定 的 同 签 .我 
们 在 这 里 介绍 的 一 个 例子 属于 Ritteri, 

WX= {(a.5CQOXQ|b>0},Q0 HABE, BR OAH 
定 的 无 理 数 . 对 每 一 ta,8) EX 及 每 一 。 壮 0, 我 们 考 虚 两 个 集 
L: Ca:b) $3 Rlab), CMA A= MIE ABC A ARC PHA 
组 成 ,这 里 

A= (a@—6/@,0).B = (a— BD + 2,0), 


C = (a — 6/8 + €/2,06/2), 
A = fa -+ 6/6 — 2.0),B8" = fa + brO), 
Cl = tat b/@ ei? 0/2), 
fra. HEX Hc PRA 
N.(a.6) = [la bt) U Lah) U Rab). 


, ; , 
\ NN N l A PA 
` NS ‘ y A J A 
v 
` J 
Aan SY 
L (a,b) A by 
图 21 


因 8 是 无 理 数 , 故 对 X 中 不 问 的 两 点 Co@ 6) Bla, b). ET] 
不 能 位 于 斜率 为 2 或 一 9 的 同一 直 缆 上 .于 是 ,对 于 XX 的 任意 两 个 
不 同 的 点 ,可 选取 0 充分 小 ,使 这 两 个 点 位 于 不 同 的 e SBR , 故 
X Æ Hausdorff 空间 . 

显然 ,XX 是 可 数 的 . 又 ,图 21 说明 了 每 个 Ne DO AAEM 
三 角形 Rda bH Leb AA Ee 为 斜率 的 四 个 无 限 长 条 所 
组 成 . 因此 ,任何 两 个 邻 域 的 闭 包 都 是 相交 的 ; 即 和 是 连通 空间 . 
但 六 并 不 正则 ,从 而 也 不 可 度 苦 北 . 

le HEX Be>0. FAM Nia BIEN. 因 
为 假若 (ta 6 © Nab) ABA E- -AT Ca’ ,2') 的 相对 开 集 的 闭 
包 必 交 于 任 一 含有 ta, 好 的 相对 开 集 的 闭 包 . 因此 ,区 是 局 部 连通 
的 . 

26. 存在 具有 散 点 的 可 数 Hausdorff 连通 空间 . 

第 - -个 可 数 Hausdorff 连通 空间 是 出 Urysohn 作出 的 . 其 后 ， 
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Hewitt", Bing™) , Brown! ,Golomb!!, Krich H Stone! 也 先 
后 作出 了 这 种 例子 . 第-- 个 上 共有 散 点 的 连通 空间 是 由 Knaster $ 
Kuratowskil?™ #E E a9. HEJS . Erdos t, Wildert*?i 也 作出 了 这 种 攀 
于 .这 里 ,我 们 进 - - 步 介 绍 一 个 具有 数 点 的 可 数 Hausdorff 连通 空 
间 , 它 是 由 Roy "HHAH A. 

HIC RA ERE 久 的 两 隔 不 相交 的 可 数 个 稠密 子 集 ,名 
= ÜC. HBX H{ OE QKNIPECG HGH 1 20 AML 
假想 点 ww 我 们 规定 ; 形 如 (7,272) 的 点 的 叙 域 为 道 常 的 开 区 间 : 

Ur a) = {tt on) | | 一 二 | ae, 

而 形 如 人 r,2n 一 1) 的 点 的 邻 域 为 三 个 开 区 间 的 堆积 : 

Vlr, 2a — 1) = i Upmales r| e, 

m = fn — Zła — 1,27}. 
假想 点 o HD SB OY — US en 的 直线 (这 里 所 说 的 直线 是 指 直 线 上 
属于 六 的 点 ,以 下 不 再 声明 )，; 
Ww) = (6D © XJ 2n) 

《参看 图 22). 这 些 邻 域 构成 了 可 数 集 X 的 拓扑 = 的 基 , 子 空间 XN, 
iw} tore xX". 


-~ 
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wm ee wee ee ee 时 


ee 


(i) 孝 扑 空间 X 是 连通 的 . 
我 们 先 来 证 明 , 候 如 闭 集 包含 其 条 偶数 号 码 上 的 直线 ,那么 它 
也 一 定 包 含 相 邻 的 奇数 号 码 上 的 直线 .事实 上 ,直线 {Cr DEX |i 


joze 


=in—l PME RET BRBS BRL X i= 2a} RA 
Rr EX (i= 2n— 2) HE Ma BA. 类 人 地 ,每 个 包 人 省 其 条 
奇数 号 码 上 的 直线 的 开 集 , 它 就 必然 包含 相 邻 的 两 条 偶数 号 码 上 
的 直线 . 

我 们 再 来 证 明 X 是 连通 的 . 为 此 ,假定 4 是 总 的 一 个 包含 w 

MBA AAP BRA A 必定 包 会 的 一 个 分 域 . 

U = {rD © X}i 2a) 
A 4 是 闭 的 , 故 它 必定 包含 下 面 一 条 奇数 号 码 上 的 直线 , MAA 
eH KE YS PRB. 于 是 ,4 必定 包 会 On 以 下 的 
全 部 直线 , 即 A=X. 因此 ,XX 是 连通 的 . 

GD 有 “是 完全 不 连通 的 . 

我 们 只 要 证 明 六 “是 完全 分 离 的 , 即 对 及 “中 任意 两 个 不 同 的 
Aa Hb Fea SEU SV aCU BSE. CIM XB 
全 不 连通 的 . 

ERG OAs, DEX rds RAR fr <<. TE, 
GANG PMR X APO BEG DEX |r ge, 
DEX rt 之 中 , 即 XX* 是 完全 分 离 的 . 

(iti) X 是 完全 Hausdorff 空间 . 

因 中 和 任何 两 个 不 同 的 点 ,它们 必 有 不 相同 的 第 一 个 坐标 ， 
上 鼓 可 聚 充分 小 的 区 间 ,使 分 别 含有 这 两 个 点 的 两 个 开 集 有 不 相交 
的 闭 包 . 

注 “Martiniunl 也 作出 了 一 个 其 有 散 点 的 可 数 Hausdorff 连通 
空间 . Martin fh] :是 和 否 存在 具有 散 点 的 可 数 Urysohn 连通 空间 ? 
Roy! 第 一 个 作出 了 这 种 空间 . 1972 年 ,Kannanr 吧 作出 了 这 种 空 
间 的 一 个 简单 二 子 . 

Miller’? 构造 了 一 个 可 数 Hausdorff 连通 、 局 部 连通 、. 拟 可 度 
量化 有 晶 包 会 久 作 为 其 稠密 子 空间 ,这 里 Q 是 有 理 数 集 . 他 还 构造 
了 一 个 可 数 连 通 拟 可 度量 化 刀具 有 散 点 的 Urysohn 空间 ,这 个 空 
Wik Ox FEHB Fs fa, 
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27. FETA ABA p 的 连通 空间 X ,使 得 对 每 一 连续 的 非 
HERH XX, BA fp) =p. 

Hc A(0,1 AY Cantor 三 分 集 , 并 把 CC 考虑 为 实 平面 的 子 
集 . 令 p= (1/2.1/2) ,对 每 一 cEC, 设 工 为 连结 两 点 Go 的 闭 
直线 段 . BBA Cantor 集 避 时 被 删 去 的 开 区 间 的 端点 所 成 之 
#.E=C\B, S 

S = {{r,y) EULle E€ BH » fA ER}, 
T= (x.y) € UL Je CEA > 是 无 理 数 }， 
X=8 UT, 
在 X 上 取 从 实 平面 的 通常 拓扑 继承 下 来 的 拓扑 .我们 称 为 
Cantor %#, 

X (EE a). Hop BX BRO 2 BB 23). 

Cobb 和 Voxmant9 证 明了 ,对 每 一 连续 的 映射 fs XX, BP 
有 $C) =p. 

Cobb 和 Voxman PN. E X RAAB pw BIS le. X 
K 是 连续 的 非常 值 映射 , 则 有 Sp) =p. 

若 此 猜测 不 成 立 , 则 在 连通 空间 和 上 加 些 什么 条 件 , 能 使 此 
猜测 成 立 ? 

又 ,车 于 是 连通 空间 , 它 有 唯一 的 点 x" EE 及 ,使 对 每 一 连续 的 
非常 值 映 射 f:X—> XA (zx*) 二 xz" Wa 是否 必 为 X 的 散 
点 ? 

Cobb 和 Yoxman 指出 ,这 个 问题 的 答案 是 否定 的 . 他 们 的 例 
子 如 下 : 令 

YRC la 与 3 都 是 有 理 数 } ,并 在 了 Y 上 取 从 实 平面 通 
常 拓扑 继承 下 米 的 拓扑 . EXSY Uo} Y M— RE. BM, 
立 和 了 都 是 连通 空间 , 且 点 ce 不 是 X 的 散 点 .然而 ,车 XOX E 
连续 的 非常 值 映射 , 则 Foco) 一 过. 为 证 实 这 一 点 ,我 们 假设 
flo 一 4 天 co BU th ER PRESAR, V 是 过 的 一 个 邻 域 ， 
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fi (VICU ERV ik 
LUX) = FVICU, 

由 于 是 g HES. AmS RR. 此 为 矛盾 . 

Cobb 和 Voxman [4]; Æ X EMEA Z iF, A HEH LR 
的 答案 是 肯定 的 ? MERE EE Ss fal X AVE Hausdorff 3 
leh. TÆ ey SR Be ee a] Bs A FE EY Hausdorff 空间 X, € 
AR USL -H X E) X ESE ER fC AD AE 
一 的 不 动 点 ? 

28. 存在 某 个 连通 空间 , 它 是 可 数 个 两 两 水 相交 的 连通 紧 集 的 
HE. 

iz A, 


| 1920, ER |O<y<3n}, 
B= | (Oy, 0 ER" [2n Tayan ae 


(一 | cy ER O<a<z y= tr] l, 
} 


$ X= UAU BUCO ,并 在 X 上 取 通常 拓扑 (参看 图 23). 


图 25 
显然 OX 是 连通 的 拓扑 空间 . OE Re DL = A,U BLUC, Æ X 
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的 连通 紧 子 集 A 
D, Q DP, = Bastin). 
29. 存在 某 个 拓扑 空间 , 它 是 两 个 全 断 的 闭 子 集 的 并 ,但 它 本 
身 却 是 连通 的 . 
Fortt 提 出 如 下 问题 :车 一 个 折 和 扑 空间 是 两 个 闭 的 全 断 子 集 
的 并 集 , 则 此 拓扑 空间 是 否 必 是 全 断 ? 
Tangora’' "指出 ,这 个 问题 的 管 案 是 否定 的 . 他 的 例子 如 下 : 
it ER 是 实 直线 ,X,Y,Z 是 R 的 三 个 两 两 林 相 交 的 在 通常 拓 
ih FERRETT. EH R. pih nR X AE m 的 有 
理 数 所 成 之 集 ,Y 为 其 它 的 有 理 数 所 成 之 集 ,7 为 无 理 数 集 .在 民 
上 定义 男 一 拓扑 如 下 ; 它 是 尺 上 的 通常 拓扑 再 加 .上 X.Y 作为 其 
开 集 ;而 对 =EZ, 命 形 如 
fz} U tee XUY||e#—2z2|< 6,8 > 0} 
的 集 作 为 Z AAR. 它们 确定 了 RR 上 的 一 个 拓扑 co tth r 
严格 强 填 R [的 通常 拓扑 . 
A X,Y ER MSG FRENTE. MEN RO 
也 是 全 断 的 .又 ,Z ECR DP BR ES. S 
A=YUZB=XUZ, 
H 4 与 8 分 别 是 开 集 六 与 了 的 补 集 ; 上 放 和 4 与 B 都 是 闭 集 .对 二 每 
一 点 7 人 E 义 ,A 被 分 为 两 个 不 相交 的 子 集 ; laE Alar} tlaCAla 
>ar 因此 ,4 中 没有 两 个 点 能 在 同一 个 连通 区 , 故 4 是 全 断 的 ， 
同 理 可 证 , 吾 也 是 全 断 的 ， 
ik. Sie] 二 4UB 在 拓扑 + 之 下 县 连通 的 ,并 称 (R,r) 为 
Tangora £18 = jE. 
Bini. BR PT Se A A ES IPE CS DH. 
RE CMA c 小 于 六 的 某 点 d, G 
p= supte E Cle <td}. 
G) E pEX KY. ABE pEXX, 则 处 必 包 会 一 个 全 有 的 开 
Soak. ALC 49 D ARIE. BE p EE Lp 既 不 属于 C 也 不 属于 
DEW ARC AD 相交 的 巴 盾 . 
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GD # PEZ RARE PCC. tath r AEX C HEF 
XUY 中 的 关于 p 的 一 个 * 开 区 间 ”. 再 据 y 的 定义 ,也 将 导致 忆 与 
D RFI. 

30. 存在 可 数 个 局 部 连通 空间 ,其 积 空间 并 不 局 部 连通 . 

设 己 为 区 间 [L0,1j] 中 的 Cantor 三 分 集 ,并 在 C 上 有 取 通 常 拓扑 . 
FRI A= (0,2) m= 1,2. FE A 上 取 离 散 拓扑 . & 


A= I}. 


并 在 A ERR. 
兹 证 ,拓扑 室 间 和 4 同 及 于 拓扑 空间 CC. 
事实 上 ,C 中 邻 域 基 的 元 率 是 由 形 如 
tyle — y| Zez E C, > 0} 


的 …- 切 集 组 成 .在 4 一 Lla. 中 , 形 如 


rE Ila ISi na ME} 
的 集 组 成 乘积 拓扑 的 邻 域 基 PATE EE MBA TF et 
(ay ez) E IL. SC PHI 0. aia GAM. 显然 ,/ 是 拓 


扑 空间 TL. 到 拓扑 空间 CC 的 -- 对 一 的 连续 映射 , 且 逆 映射 
f` 也 是 连续 的 ,这 是 因为 /与 SORROW REE. TE, 
[LA 与 C Bi EE dh. 

拓扑 空间 CC 不 是 局 部 连通 的 ,但 它 是 可 数 个 局 部 连通 空 陋 
{0,2} 的 副本 的 乘积 ， 

31. 存在 某 个 局 部 连通 空间 的 连续 像 , 它 不 是 局 部 连通 的 . 

it X= 10,1,2,…) HE X ERB SR. 再 设 

Y= {0} U (l/nla = l2, 

HEY ERER HFN 定义 映射 XY 为 O=, DS, 
则 天 是 四 拓扑 空间 X aih A Y EA EEN. E 
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然 .X 是 局 部 连通 空间 . 但 了 并 不 局 部 连通 ,因为 点 e 的 任 一 邻 域 
都 不 是 连通 的 . , 

注 ”由 局 部 连通 空间 X 到 拓扑 空间 站 上 的 一 对 一 的 购 开 县 
DEHAT ORBE POOKY 也 未 必 是 局 部 连通 的 . 

32. 存在 拓扑 空间 半 与 了 以 及 X 到 了 上 的 连续 满 射 了 ,使 
Fr 一 了 是 和 连通 空间 ,而 天 不 是 连通 空间 . 

容易 证 明 , 若 文 与 了 痢 是 拖 扑 空 间 ,f:X 一 Y 是 连 继 映射 ,A 
为 的 连通 子 集 , 则 f(A) 是 Y 的 连通 子 集 . 应 当 注 意 ,这 个 命题 
之 道 并 不 成 立 . 便 如 , 设 夺 为 带 有 离散 拓扑 的 实数 集 ,Y 为 带 有 通 
常 拓 扑 的 实数 集 ,f EXSY 上 的 恒 等 映射 , 则 /是 X 到 Y 了 上 的 
一 对 一 的 连续 满 射 .但 了 连通 丽 下 并 不 连通 . 

33. 箱 拓 扑 与 积 拓扑 之 间 的 差异 . 

对 于 有 限 个 拓扑 空间 而 言 , 箱 拓扑 与 积 拓扑 相同 . 对 于 无 限 个 
拓扑 空间 而 言 ,二 者 并 不 相同 . 这 里 ,我们 作出 二 者 之 间 的 差异 的 
一 些 例 子 如 下 : 

© 人 芷 积 拓扑 中 ,连通 空间 之 积 仍 是 连通 的 . 对 于 箱 拓 扑 而 

一 命题 并 不 成 立 . 例如 ,实数 集 的 可 数 积 


X 一 Ik AR, = Roi = 1.2.0) 


ALAA Mth aX 2 HAE AF BR we ZAI TE 从 而 无 
界 序列 所 组 成 之 集 是 开 的 , 于 是 ,有 界 序列 所 组 成 之 集 与 无 界 序列 
所 组 成 之 集 是 XX 的 两 个 不 相交 的 开 集 ,其 并 为 X AX 是 一 个 
不 连通 的 拓扑 空间 . 

GD 在 积 拓扑 中 , 紧 集 之 积 佑 为 紧 集 :而 在 箱 拓扑 中 ,这 一 命 
题 也 不 成 立 . 例如 , 设 I 是 单 位 闭 区 间 7 一 [06,1] 的 副本 并 取 通 常 


th, X= il Te X ERA Fb r e 

Ag -一 L0,1).A, = 0,1], 
则 形 如 Ac XA x…! 的 开 集 之 积 的 全 体 构 成 了 XX 的 一 个 不 可 数 的 
开 覆 盖 , 其 中 6 一 0 或 1. 不 难 证 明 , 它 没有 直子 赣 盖 ,从 而 箱 拓 扑 
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空间 (X:r) 不 是 紧 的 .事实 上 ,假如 删 去 某 个 元 4 和 4 X ,那么 
PA Cee, VE XPRAKBAT. 

GD 在 积 拓 扑 中 ,映射 A XX > [|X 连续 是 坐标 映射 AX 
—>X, 前 连续 的 特征 . 对 于 箱 拓扑 而 贞 , 这 一 命题 也 不 成 立 . 例如 ， 
映射 了: R-> [TTR 定义 为 

fe) = Crete). 
其 中 RA RG= 1,2, eR ERRE HE [|R LR 
fh. 

BR AR AER AR EE a. 但是,f 却 并 不 连续 . 

此 外 ,我 们 有 :可 数 个 习 上 度量 化 的 拓扑 空间 的 积 仍 可 度量 化 . 
可 数 个 可 分 空间 之 积 仍 可 分 . 可 数 个 满足 第 一 可 数 公理 的 拓扑 空 
闻 之 积 仍 洲 足 第 一 可 数 公理 . 然而 ,容易 和 帮 出 例子 ,对 于 箱 拓 扑 询 
育 , 这 些 命题 都 不 成 立 . 
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第 六 章 RK 性 


引 
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我 们 在 第 一 章 的 引言 中 已 经 介绍 了 上 暴 拓 扑 空 间 与 局 部 紧 拓 站 
空间 的 概念 . 现在 再 介绍 一 些 与 本 章 反 例 有 关 的 其 它 概念 如 下 : 

拓扑 空间 X 称 为 序列 紧 的 ,是 指 X 的 任意 点 列 含 有 收 艇 了 
FRX ATREA EIS X 的 任 一 匹 限 于 集 必 有 聚 点 ; 称 卫 为 
可 列 紧 或 可 数 紧 的 ,是 指 多 的 任意 可 数 开 著 盖 必 有 有 限于 获 盖 . 

拓扑 空间 X 称 做 o RM I NX A ARS a RH RR 


集 . 

显然 ,每 个 医 空 间 是 ec 紧 的 ;而 每 个 上 Be hE Lindell + 
间 . 但 道 命 题 都 不 成 立 . 

拓扑 空间 X 称 做 强 局 部 紧 的 ,是 指 X A RA PR TT 
集 , 和 而 这 个 开 集 的 闭 包 是 紧 的 ， 


显然 : 强 局 部 紧 空 间 必 是 局 部 紧 的 ,但 逆 命 题 不 成 立 . 在 
Hausdorff 空间 内 ;局 部 紧 空 间 也 是 强 局 部 紧 的 ,因为 在 Hausdorf[ 
空间 内 紧 集 必 是 闭 的 , 故 每 个 紧邻 域 的 内 部 有 紧 的 闭 包 . 

拓扑 空间 X RR K SE. RK HR A 与 每 个 闭 紧 集 的 
SAAS.) A ARLE. 

RT BE RSS FE A (HT FEF : 

ABER EES bi BRB M 


紧 空 间 É sa %5 [il] -s Lindelof £% [il] 
可 数 紧 空间 aT Re iil 


序列 紧 空 间 
几 是 上 面 末 曾 烈 出 的 蕴涵 ,可 能 都 不成立 . 
关于 紧 空 间 , 序 列 紧 空 间 , 可 数 紧 空间 , 子 集 紧 空间 ,局 部 上 紧 容 
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Fa)» 54k Jo AB AS = AERTS, RE B, AE H P A Ae aE a T E 
OM AO. ABA EA): 
EO OFAR HRE TRE MER HAMK 


Lal xX x x x x x 
Tea age | O O 了 个 D O 
TR x x x x x x 

ge | © x x x x x 
Reg ARH CO D x x D D 
FRH O a x x x x 

商 空间 x x x x x x 


RA A-RE WUE AS Y=H1V,|(PE RR XA 
个 子 集 族 . 称 BS OR Se B.A TE EH p 
A>+8, & aCA paS p Nl) UCV 5. 这 时 记 作 WO = RRR OW 
加 细 映 射 . 

WO 是 拓扑 空间 XP RR. 称 人 为 局 部 有 限 的 ,是 指 对 
任意 一 点 rEX A a RRV FE EVNED X WU. 
只 有 有 限 个 ; 称 OC 为 点 有 限 的 ,是 指 对 每 -- ECX BERS E 
的 有 限 个 元 ; 称 党 为 星 有 限 的 ,是 指 对 任意 ULE OULU SA 
CW) eM Us 只 有 有 限 个 ， 

ih X RRA RS), 2X ML RASA MAR 
HIA AMA: Bk X 9 ER OA RA BE X MH 
aa 77 5A BFP ie DK OX RAY. OX ET 
数 开 履 盖 恒 有 局 部 有 限 的 开 履 盖 加 细 # 称 X 为 可 数 亚 紧 的 ,是 指 
X 的 每 -TANE oe fA A Bay aE 

显然 ,每 个 紧 空 间 是 仿 紧 的 ;而 每 个 仿 紧 空间 必 是 亚 紧 的 . 但 
道 命 题 者 不成立- 

iE AY WE SH 4h RPE SEP Pb EJ; Hausdorff 仿 紧 空间 是 正规 的 ; 
念 紧 空 间 的 毛子 空 间 是 仿 紧 的 ;一 个 仿 紧 空间 与 一 个 紧 空 间 之 积 
是 仿 紧 的 . 
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it X Emt SOX P= (UL E X RB SE. BT OP 
中 与 5S 相 人 交 的 一 切 元 素 之 并 为 S$ 甘于 下 的 星 .5 HTB F WR 
JEPE FE?) PAE ETAK F EWI "(zx). 

X HASVAK A BI EB rE 
X FERT U, fiz’ CU. r Ex KV WE. 

拓扑 空间 X 称 为 全 体 了 空间 ,是 指 X WRT ABBA 
FEKE. 

SAIS X ESEI T SHRBT, SMW XY Hee 
正规 室 间 . 

拓扑 空间 XANES UU, RAD RH. RRS 
一 BEX UU CO) de x AS eB. TPS fe] X 具有 可 展 


+ FRE ae PP] , 则 称 耻 为 可 展 空间 . 


拓扑 空间 多 称 为 Moore 空间 .是 指 久 是 正则 的 可 展 空间 . 

每 个 度量 空间 是 Moore 空间 ;但 Moore 空间 未 必 可 度量 化 . 

每 个 度量 空间 是 仿 紧 的 ,每 个 仿 紧 空 间 是 全 体 正规 空间 . 

拓扑 空间 X 称 做 强 仿 紧 或 星 仿 紧 的 ,是 指 X 的 每 个 开 覆 盖 有 
一 个 开 禾 盖 星 有 限 加 细 . 

每 个 强 仿 紧 空间 是 仿 紧 的 . 

拓扑 空 间 X PATE EIR X WE ,存在 两 
两 不 相交 的 开 集 族 序列 :F.) AE UF 是 下 的 一 个 加 细 , 拓扑 空间 
XX 称 做 强 可 让 的 ,是 指 可 以 选取 具有 上 述 镍 质 的 离散 的 F. 

拓扑 空间 称 做 族 正规 的 ,是 指 对 于 X 的 每 个 离散 族 {F。 
存在 两 两 不 相交 的 开 集 族 {G.) ,使 对 每 一 a, 都 有 FCG. HED 
间 文 称 若 完全 族 正 规 的 ,是 指 它 是 遗传 族 正规 的 


1. 存在 子 集 紧 而 不 可 数 紧 的 拓扑 空间 . 

设 关 是 一 切 自 然 数 所 成 之 集 ,对 每 一 自然 数 n, 命 ,一 {2x 一 
Teen} WNC) TRE X 的 一 个 拓 补 基 , 从 而 生成 六 上 的 一 个 白 
fb. - 


O 拓扑 室 间 X 是 子 集 紧 的 . | 

事实 上 ,对 于 每 个 自然 数 交 点 22 是 单 点 集 12n 一 下 的 一 个 聚 
点 ,而 点 2n 一 1 是 单 点 集 {2n) 的 一 个 聚 点 ,因而 区 的 每 个 非 空子 
集 至 少 有 一 个 案 点 , 即 X BRR. 

GD 拓扑 空间 六 不 是 可 数 紧 的 ， 

事实 上 ,1U.} 蚌 XX 的 一 个 可 数 开 覆 闲 , 但 它 没有 有 限 子 覆盖 . 

注 ”可 以 正明 ,对 于 人 空间 而 言 , 子 集 紧 空间 与 可 数 紧 空间 
是 等 价 和 的 .上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 ,7 空间 的 条 件 不 可 去 
in. 

2. 在 在 可 数 紧 而 不 紧 的 拓扑 空间 . 

设 wi 为 第 -个 不 可 数 序数 ,和 一 [0 | 为 所 有 小 于 或 等 于 o 
的 序数 组 虑 之 集 ,Y 一 [Ge 是 所 有 小 于 ww 的 序数 组 成 之 集 .在 针 
5Y EAM Roth. WW X=—(0,0 JZ RH Se SS A 13), 
AA MLO w te ETA EA. ORAL ht ZELO. co, ) FE-PE AA E 
A rejita] Ao EEG ww Ra BETEG ep pe 
FIRR A rw MA EO). FT LEO o BY. 
fA Elo RERE AHO a) lata, Ea M— PIP 
盖 ,而 它 没有 有 限 了 覆盖 ， 

3. 存在 序列 紧 而 不 紧 的 拓扑 空间 . 

取 例 2 中 的 拓扑 空 间 X—[(0.0),ER-- SPORE RAY 
拓扑 空间 . ue. X 是 序列 紧 的 . 为 此 :只 要 证 明 关 满足 第 一 可 数 
HEARE. 这 是 显然 的 ,因为 [0,w 1 中 只 有 一 个 点 wi 的 邻 域 系 
没有 可 数 基 . 

4. 存在 紧 而 不 序列 紧 的 邱 坟 空间 . 

设 了 为 单位 闭 区 间 , 并 在 了 上 取 通 常 拓 扑 ,XX HRMS. 
据 ‘Tychonoff EH, X E RM. 兹 证 X 不 是 序列 紧 的 . 为 此 ,我 们 定 
X PR CFR BW a, E X (n= 1,2. MF 0, RE rel 的 二 进位 天 
TAPRE an TRF. HE X APR ZHI, AE AR fa} OR 
SEK SEF AN AY. 假如 相反 , 设 to; 有 子 列 fw CP we X. ASR 
FA Zs TAIT BS RE SS Oh FB Oe CT, Co ET 
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HARF olr). 取 xET, 使 其 在 二 进位 表示 式 中 奇数 位 置 上 的 数 
字 为 0, 侦 数 位 置 上 的 数字 为 1, 则 据 函 数 e CORE H kH A 
数 时 a, Ce) = 0. HY 2 ABR o Co) = 1. 也 就 是 说 ,序列 
{an Cr) } FE 001,0,1.0, 1.0, ESE. EEX ANP K K. 
5. 存在 可 数 紧 而 不 序列 紧 的 拓扑 空间 . 
和 全 4 中 的 拓扑 空间 有 有 所 涡 的 性 质 . 
6. 存在 局 部 紧 而 不 强 局 部 紧 的 拓扑 空间 . 
下 面 的 例子 是 由 Schnare tE H H. 
RN 为 自然 数 集 , 令 
A = XNX I]. n=l, Ze, 
B= Bye= {ay 142). 252000. Gyn 1,2)}, 
na2q3aer, 
BO C.=A,UB ys. n=], 2 p=, 
x= ÜC. 
BX HTH AEA BT A REE CEA COO, A ECAC 
EARE 于 是 ,X ERKKA. H XBT, Sig. o 
Y= CNX {DU CN x (2}), 
并 在 了 ERr 如 下 
rT 二 {CCYICN x DMC 是 有 限 集 } U i2}. 
HTS YET 空间 .因为 了 的 每 个 非 空 开 集 的 闭 包 是 整 个 守 
问 , 它 不 是 紧 的 ,所 以 了 不 起 蝇 局 部 紧 的 . 然而 ,Y 最 然 是 局 部 紧 
fry. 
7. 三 种 不 同 的 局 部 紧 空 间 的 定 久 之 商 的 关系 . 
常用 的 局 部 紧 空间 的 定义 有 下 列 王 种 : 
a. 拓扑 空间 X 称 做 局 部 紧 的 ,是 指 和 的 每 一 点 有 一 个 紧 的 部 


ih. 
b. 拓扑 空间 X PARRA, BIG X We a FEAR 
BR TST BE AY He) eR CEA HH HA EAT BX E JAA 
RE [6] Ayo ra AB AD. 
co Ahe X Bp fas aE GX RA OX 


ce * 


FF SBSH IK AY SB dh BE. 

不 难 证 明 , 依 b BE SCP BS Je BB SE EK a E Se ae 
REE CA PR b AH a). 同样,c 北湖 a. A Hausdorff 空间 而 言 :b 
与 a 等 价 ,c 与 a th So AM Cr] hi aS or. 

Gross" 指出 ,在 一 般 的 拓扑 空间 内 ,它们 并 不 等 价 . 为 此 ,只 
要 举例 说 明 b 与 c RRR. 

第 一 例 依 c 意 多 下 局 部 紧 而 不 是 依 b 意义 下 局 部 紧 的 拓扑 
空间 ， 

eX 为 实数 集 , 命 外 的 开 集 为 苹 , 册 以 及 一 切 区 间 ( 一 n,n)， 
这 里 4 是 止 整数 . 集 外 显然 是 含有 点 0 的 唯一 闭 集 . 因 XX 的 开 覆 
miC ava ART eR X TERK. AK. LEAS 
有 点 0 的 开 集 ,其 闭 包 是 暴 的 , 即 X PRK EM PM RRR SS 
fay. 


男 - -方面 ,XX 的 每 个 有 界 子 集 都 是 紧 的 . 特别 ,XX 的 每 个 有 界 
FRE REI AEX 的 每 一 点 之 有 一 个 天 的 紧 子 集 组 成 的 基 ， 
它 就 是 含 肛 的 有 界 开 子 集 旋 , 大 区 EK 意义 下 的 局 部 紧 空 
间 . 

ALA 依 P 意 义 下 局 部 紧 而 不 是 依 * 意义 下 局 部 紧 的 拓扑 
空间 . 

RY ESF Ah OSe 1,01 的 点 (x,y) 组 成 之 集 . 
E ab 均 为 非 零 实数 , 今 

Blagsb) = (Cry) E ¥|y &— rlar t b), 
WW Be be Y 的 一 切 这 样 的 点 所 成 之 集 ,它们 在 通过 点 (a,0) 
和 (0, 刀 的 线段 上 或 在 该 线段 之 下 的 点 组 成 . 取 一 切 这 种 Blab) 
为 了 的 一 个 子 基 , 则 了 成 为 一 个 拓扑 空间 ， 

显然 ,了 本 匡 是 工 的 叭 一 的 一 个 含有 点 (1.1) 的 开 子 集 . 于 
是 ,Y 本 身 是 了 的 每 个 开 履 盖 中 的 一 个 元 . 可 见 ,Y 是 紧 的 ,从 而 YY 
是 依 b 意义 下 的 局 部 紧 空间 . 

AF BO. DEAG OKR— TRR. BU 是 (1,0) 的 任 
Ia, fE 


UC Bl,1). 
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MURR. AMY AK RX PA RES fa. 

事实 上 ,假若 VV 是 关于 这 个 拓扑 中 的 基 的 一 个 元 ,使 VCU 
BaD EV. Hw. 

V = Blad) N Biland) N e N Blb) 
注意 ,对 于 7 一 1,2,…a, 玫 有 如 产 1, 因 为 否则 的 话 , 点 (1,0) 将 不 
在 Btaj,5,) 之 中 了 .因此 ;对 每 一 ;7 ,有 
BG. bp C Blab). 
取 6,=min (4, sb tebe WAE A 
Elb C Bia by 

HBI, HDC 现 令 

C = BO B/D U BO v- Insa — Dja = 2,3,.), 
并 证 忆 检 着 B01,1). 显 然 ,人 ,0)E BU) /2). Ale B,1) 
中 任意 的 另 一 点 , 则 必 有 xz<1. 我 们 取 整 数 mm>>1701 一 z)? 十 1, 则 

1 ~ r= ml — 4) -- (ap — 1)C1 — z) 
<a,.1—27r)—- 1] 
TS Mgt + Ng — 1 
=— (n — afl — 1m) +2, —- 1. 
AlC2. EBO, DAM yvir. i 
ya Gy — Dae — lnd Hrn — 1, 

Aen EBO l/m- D. FERCHER E(l,1>, $ C ham 
EAU. 

EB, A man M BCL —-1/m,m—1)CBO—i/nen—1). A 
此 ,假如 CC 中 存在 包含 U 的 有 限 子 覆 盖 , 那 么 必然 存在 整数 MS 
2 ,使 


UC BO, 5/2 U BU — 1/M,M — 1). (1) 
(AOL —1/2M ,如 /2M) 是 在 BO boZ p, MEME U 中. 然而， 
C1 一 172AM ,00/2M) 茎 不 在 BC(1,B60/2) 中 ,也 不 在 BOLIM, 
M-DP, RSO JB. 因此 ,C 中 不 存在 包含 UU 的 有 限 子 
iim. B)U 不 是 紧 的 

8. 存在 某 个 强 局 部 紧 空 间 , 它 不 是 紧 的 . 
易 见 , 紧 空 间 一 定 是 强 局 部 紧 的 . 这 个 命题 之 诸 并 不 成 立 . 例 
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a0 i X NAR Th ORE AX Be RA (ERE 
A. 

9. 存在 某 个 Lindclòft 空间 , 它 不 是 o 紧 的 . 

容易 证 明 ,= 紧 的 拓扑 室 间 必 是 Lindelöf £ [a]. 但 Lindelaf 空 
间 不 必 是 = 紧 的 . 例如 , 没 天 为 一 不 可 数 集 , 命 下 的 并 集 为 区 本 
身 , 空 集 认 , 以 及 补 集 为 至 多 可 数 的 一 切 了 于 集 . 因 下 的 每 个 开 集 的 
EREE EII X Æ Lindelof 空间 . XA X PAA AR 
ETERA aR 区 不 可 能 是 a 紧 的 . 

10. 存在 某 个 o 紧 而 不 紧 的 拓扑 室 间 . 

容易 证 其 , 紧 空 间 必 是 5 紧 的 ,但 是 ,o 紧 空 间 不 必 是 紧 的 . A 
qu. he XX 是 带 有 通常 拓扑 的 实数 集 , 则 大 是 so 紧 的 .但 X BARA 
RAY. 

IL 中 存在 两 个 局 部 紧 的 子 空间 ,其 并 不 是 局 部 紧 的 . 

S A=(Cr y [Cay ER 0 >0},B=/00.09), MAS BR 
是 二 维 欧 氏 空间 RPA RRA FAS. AAO OTE AUB 中 
没有 紧 的 邻 域 , 故 AUB 不 是 局 部 紧 的 . 

注 ”容易 证 明 ,在 局 部 紧 的 度量 空间 中 ,两 个 局 部 紧 子 空间 之 
安 仍 是 局 部 紧 的 . 上 述 反 例 说 明了 对 于 并 的 和 运算 而 言 ,相应 的 命题 
并 不 成 立 . 

12. 存在 可 数 个 局 部 紧 空间 ,其 积 不 是 局 部 紧 的 . 

可 以 证 明 , 有 了 痕 个 局 部 紧 空间 之 积 仍 是 局 部 紧 的 . 然而 ;无 限 
个 局 部 紧 空 间 之 积 不 必 是 局 部 紧 的 . 例如 ,我们 用 2 代表 自然 数 
EFEZ 上 取 离 散 拓 扑 , > 

X= [[Z, 


Hp Z| =Z i= 1.2.5. 显然 ,Z+ 是 局 部 紧 的 . 

UE 下 不 是 局 部 紧 的 ,为 此 ,我 们 首先 指出 , 若 芒 的 于 集 Y 
BERR P. EX BZ, 上 的 射影 , 则 因 P, 是 连续 映射 , 故 PLB 
Z, =Z RARE. REZ 是 离散 空间 ,因而 Pb ya BE. 
AGE X BER ADE J AGE 下 中 没有 一 个 紧 集 可 以 包含 
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开 集 即 可 .假如 相反 . 即 有 的 紧 集 了 . 它 包 含 基 个 开 集 U ER 
积 拓 扑 的 定义 ,存在 某 个 射影 已 而 有 POHL! Ma PL 
Zt, TERORS RE EATE. AHE AX A t aa R 

OAL 7+ A BS a E OO sa 
部 紧 空间 之 积 不 必 是 强 局 部 紧 的 . 

13. 存在 某 个 局 部 紧 空 间 的 子 空间 , 它 不 是 局 部 紧 的 . 

容易 证 明 , 局 部 紧 空间 的 闭 子 空间 也 是 局 部 紧 的 . OR A 
紫 空间 的 非 闭 子 空间 术 必 是 局 部 紧 的 . 例如 , 设 a A ky 
扑 的 实数 集 , 则 XX 是 一 个 局 部 紧 空 间 . AURE X I ES 
la) ER IR BB A. 

注 AIS PHASE X 也 是 强 局 部 紧 的 .因此 ,这 个 例 上 
也 赔 明 了 强 局 部 紧 空 间 的 子 空间 林 必 是 强 局 部 紧 的 、 

14. 存在 某 个 局 部 紧 空间 的 商 空间 , 它 不 是 局 部 紧 的 . 

设 及 为 带 有 通常 拓扑 的 实数 空间 , 则 六 BM BH. ZH 
整数 集 , 再 设 了 是 X 的 一 个 这 样 前 分 解 , 它 的 开 索 为 工 和 所 有 的 
HAAR) ,其 中 zE XZ. 

RA UE Ra T B Y 涉 是 局 部 紧 的 . 

事实 上 , 设 电 是 商 空 间 了 中 点 7 的 一 个 邻 域 .对 任 一 nwEN， 


取 
£a E PUO Caw | ld, 

Hid U= POO Cmte.) 2, n+ Fx POP Pes, 
Lame NI DU (PU) rE N RS YO BY PE, 
ER EA AU AARE. 因此, 商 空间 YY 不 是 局 部 紧 
的 . 

15. 存在 某 个 局 部 紧 空 间 的 连续 像 , 它 不 是 局 部 紧 的 . 

可 以 证 明 , 局 部 紧 空 间 的 问 古 像 必 定 是 局 郭 紧 的 .但 龙 , 局 部 
紧 空 间 的 连续 像 不 必 是 局 部 紧 的 . PM. X—{—-1}U 00.1] 4 


个 局 部 紧 的 拓扑 空间 . 
BS PARK gC =sin 0k RRL MRM 
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YSU ((0,6)}, 

并 把 Y 作为 二 维 欧 氏 空间 的 子 集 而 在 了 上 取 相 对 拓扑 ; 则 可 证 Y 
不 是 局 部 紧 的 . 其 实 ,我们 只 要 证 明 点 (0,0) 的 任何 邻 域 都 不 是 紧 
的 即 可 .和 任 取 (0,0} 的 -个 邻 域 局 ; 则 必 有 网 氏 平 面 上 的 以 不 点 为 
中 心 ,e Ak ay A OE ONY CU. 取 平 行 于 z 办 的 直线 y 
二 8/2, 这 条 直线 与 集 ONY 的 一 切 交 点 构成 己 的 .- 个 无 穷 子 集 . 
显然 ,这 个 子 集 没 有 聚 点 , 故 己 不 是 紧 的 ,从 而 了 不 是 局 部 紧 的 . 

现在 定义 由 六 到 六 上 的 映射 如下: 
J00, 工 一 一 ]， 
(rssinft1yzyy， O< eel, 
则 上 是 连续 映射 HRE 1 (x) 一 Y 不 是 局 部 紧 的 . 

注 ” 操 局 部 紧 空 间 的 连续 像 也 不 必 是 强 局 部 紧 的 . 

16. 存在 其 个 强 局 部 紧 空 间 工 和 开 上 映射 ff ORB ER 
部 紧 的 . 

妆 所 论 的 空间 不 是 Hausdorff 空间 时 , 强 局 部 紧 空间 在 开 映 
射 之 下 未 必 不 变 . 下 面 的 合子 是 由 Cunkle7 作 出 的 . 

设 区 是 自然 数 集 , 由 两 个 点 On — 12 与 2 一 1,2,，…) 组 成 之 
集 族 构成 了 三 上 的 一 个 拓扑 基 . APPR len ln BEA, 
故 扫 是 强 局 部 紧 的 . 设 了 也 是 自然 数 集 , 其 拓扑 基 由 单 点 集 以 及 
WATA lee 的 集 组 成 之 集 旋 构 成 , AY PERRI 
是 了 , 它 不 是 紧 的 , 故 不 是 强 局 部 紧 的 . 

AEE MX BY FAB F Onl) =l, m= n A 
X EMESIS ASHA lA f(A4) 合 有 点 1 从 而 A) 
在 中 是 开 的 , 即 是 一 个 开 映射. 

17. 存在 某 个 强 局 部 紧 宝 间 的 开 连 续 像 , 它 不 是 强 局 部 紧 的 . 

强 局 部 紧 空 间 的 开 连 续 像 不 必 是 强 局 部 紧 的 .下面 的 例子 是 
由 Schnarcl E E fy. 


R X= UAL A= (On, De Cin) bs JEFE h BORER 


Tir) 一 
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BSR E+ n ABCA, AG, DERB AN 0.4, REF 
HAW RE. RX SR BREM.AX ET, 空间 .再 设 了 为 白 然 
数 集 ,并 在 Y Rth WMT: 
r={ACLY|A— @ R1€E A}. 

易 见 ,Y ETT 空间, AY ASE PES FS A TS ER 
ERM AY RATER EA. 

现在 定义 映射 XY 为 

Slam) =m, 

则 了 是 一 个 连续 的 开 了 映射 ,由 是 一 个 满 射 . 

18. 存在 可 数 个 ORS HARE o RM. 

FAH, ARD se 紧 空 间 之 积 仍 是 = BM. 但 无 限 个 ec BS 
间 之 积 不 必 是 = 紧 的 .例如 , 设 和 为 自然 数 集 ,并 在 Z LRA 
Hih. à 


x= [[ Zz, 
FL Z =Z' , 则 2Z+ 是 o 紧 的 . 
Bik X A o RY RMR. AX io Bia 
X =UY,, 
其 中 说.(4 一 1,2,…) 都 是 下 的 紧 子 集 , 设 PLEX BZ 上 的 射 
SUP, 是 连续 的 ,从 而 PY 是 Zr 的 紧 子 集 . 因 2 是 离散 的 
折 扑 空间 , 故 PUY OA ARE. oom DE PLAY PRR KE 
数 , 则 点 
工 一 《fl 1) 十 1 + lee GC xX, 
而 各 YE 一 1,2，……) EAFA. HEX TE o BH. 

19. 存在 某 个 o 紧 空间 的 子 空间 , 它 不 是 o RM. 

设 六 二 [0,1j, 以 [0,1] 及 所 有 单 点 集 {x} Czr 关 0 为 拓扑 基 生 
mx EMS X 的 每 个 于 覆盖 都 包含 [0,1], 故 是 紧 
的 ,从 而 也 是 os 紧 的 -但 天 的 子 空间 (0,1] 不 叮 数 日 是 离散 的 , 故 
它 不 是 = ER. 

20. 存在 某 个 拓扑 空间 中 的 两 全 紧 集 ,其 交 不 是 紧 集 . 

设 工 是 实数 集 并 取 通 常 折 扑 ,Z 是 点 集 10,.1} 并 取 平 南 拓 扑 ， 
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X=Y xZ #RER H h. > 
A= (atl x {0r U (.a) x {1}!, 
= {€a,6) x {0)) U tad] x {1}}. 
RER. X AFERA ERC d) XX 六 或 tc,d) x 10,1). 因 此, 假 
六 基 的 开 集 如 合 有 点 二 Cy,00 MAC 也 一 定 合 有 点 (Cy;1). 

0) 有 A 与 BB 都 是 革 的 紧 子 集 . 

任 取 AK TAM EUG APBTHEG. 都 具有 形式 Ci， 
d.)X {0.1}. 因 Lu:4j 是 闭 区 间 , 故 可 选 出 有 限 多 个 开 集 (Cci,d) X 
(C.1;G=1.2. on) EMEA RS 4.6] X10). MATE 
B.C dX (0,1 =1,2.-0 2) ae ST Ca) X11) MED 
MHS A R ARK. 同 理 可 证 互 也 基 紧 的 ， 

Gp ANBAR EH. 

BAN B=Ca.b)x (0.1). REY OBER AB 
tl AR AEX 的 紧 了 于 集 . 

注 of R.A ALB By Hausdorff 空间 中 的 紧 集 , 则 
AQ SL ARE. 因此 ,在 Hausdorff 空间 中 作 不 出 上 述 那 种 鲍 子 . 
还 可 以 证 遇 ,拓扑 衬 间 中 一 族 闭 的 基 子 集 之 安 仍 为 闭 的 紧 子 集 . 上 
述 反 例 也 说 明了 在 这 个 命题 中 , 闭 集 的 条 件 不 可 去 掉 . 

21. 存在 不 可 数 个 序列 紧 空 间 ,其 积 空间 并 不 序列 紧 . 

本 以 证 明 , 至 多 可 数 个 序列 紧 空 间 的 积 空 间 仍 是 序列 紧 的 .但 
是 ,不 可 数 个 序列 紧 室 间 的 积 空间 不 必 是 序列 紧 的 . 例如 , 设 了 为 
单位 闭 区 间 并 在 上 上皮 通 常 拓 扑 ,X 为 乘积 空间 三 , 则 了 工 是 序列 紧 
的 ,而 X 不 是 序列 紧 的 (参看 例 4). 

22. 存在 两 个 可 数 紧 空间 ,其 积 宝 间 并 不 可 数 紧 . 

两 个 可 数 紧 空 间 的 积 空间 末 必 是 可 数 紧 的 . 例如 , 设 N 是 自 
然 数 集 , 并 在 N ERAH Hih AN 是 N 的 Stone-Cech 紧 化 . 
Neovakn2 证 明了 存在 AN 的 可 数 紧 子 集 五 与 下 ,使 

EUF=8N, EQN FHoN. 
作 乘 积 空 间 X- EX FLS HSin nE N) WAX eS 
集 , 且 具有 离散 拓扑 .因此 ,X 不 是 可 数 紧 的 . 
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注 ”这 个 例子 也 说 明了 两 个 子 集 紧 空间 的 积 空间 林 必 是 子 集 
E. 

Terasaka 进步 构造 了 一 个 可 数 紧 空间 A EREA 
不 是 可 数 紧 的 . 

Parsons "H jf) — + 1 ie BR Ss fe] Xe SS fa] XX X 二 可 
数 仿 紧 的 ,但 不 是 可 数 紧 的 . 

Mrowka 指出 , 若 可 数 紧 空间 文 与 了 中 有 一 个 是 紧 的 或 足 
序列 紧 的 , 则 积 空间 XX Y 必 是 可 数 紧 的 . 

23. 存在 某 个 子 集 紧 空间 的 连续 像 , 它 不 是 子 集 紧 的 . 

容易 证 明 , 紧 空间 ,序列 紧 空 间 与 吕 数 紧 空 间 的 连续 像 仍 分 别 
是 紧 的 ,序列 紧 的 与 可 数 紧 的 .但 是 , 子 集 紧 空间 的 连续 像 未 必 是 
于 集 紧 的 .例如 , 设 基 为 自然 数 集 .对 每 一 白 然 数 , 命 ,二 12n 一 
1.20} AC EX 的 一 个 拓扑 基 . AX 的 每 个 非 空 子 集 部 有 诊 
TH X ETRA. RIMER XERA I ,和 如 此 得 到 的 
拓扑 空间 记 作 工 . > 

f(2n) = n, f(@n —1) =A, 

则 了 基 尖 到 工 上 的 连续 上 映射 ,但 OOY PEPER. 

24. FEES Hausdorff 空间 , 它 的 一 点 紧 化 不 是 Hausdorff 
空间 . 

设立 一 (Qf REHM). PE CQ.) > 

Q =QU 1p}, 

FEQ EMR ca FO PAF ak CQ. aH E. 
HEAQO PHAM RFE. 

A NW. (Q.7) Fk Hausdorff 空间 , 另 一 方面 ; 因 (Q,r) 不 是 局 部 
A) CQ" at? ANB Hausdorff 空间 . 

注 可 以 证 明 , 设 拓扑 宝 间 (rz 是 Hausdorfl 空间 . #ECX r) 
EE rg AB YM CX cd Hausdorff 空间 , 引 道 命题 亦 成 立 ， 

25. 任 给 自然 数 ,可 构造 一 个 具有 点 紧 化 的 拓 扩 空间 ,但 
对 mn. DFE m 点 紧 化 空间 . 

设 X A — Hausdorlf 室 间 . HR ECO X X BEALS ey, BGs 
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(CO BRAeX HHS, AX Eee. 

Bak Ge KiE EORR n 点 紧 化 :是 指 EOX 
出 如 个 点 组 成 ， 

下 而 的 定理 以 及 反例 的 构造 均 属于 Magill! i, 

定理 1 对 于 Hausdorff 空间 X MA. PMR SH: 

Ci) X F n A REZE lal. 

GD X £ARERMAAS--PAPE K CIEE nT 
两 不 相交 的 开 集 {G,)? 2A tE <<) KUG 都 不 是 
紧 的 . 

定理 2 车 拓 扑 空 间 六 有 如 下 性 质 ;X 的 每 个 紧 子 集 世 含 于 
某 个 紧 子 集 之 中 ,该 紧 子 集 的 补 集 至 多 有 个 连通 分 支 , 则 当 疡 
n BTX A m HEW. 

FATE EAT TG We D. 设 i 是 自然 数 , 令 

L, = {lay E R X RIy— efi 0}, 
S. = ÜL, 

并 在 S$. 上 取 由 欧 氏 平面 继承 下 来 的 拓扑 . HES 


K = {(0,0)}, SAK =UL ， 


这 里 工 一 LN{C0,0)). MRL IL, Pe A AS, Mt 
&— iKULAE RA. PEE 1S. 有 xn 点 紧 化 空间 . 

说 天 是 .的 任 一 紧 子 集 , 则 存在 正 数 ,使 

KC ley) EN, ve +r} =K’, 

显然 ,天 "是 紧 的 , 且 SAKA n tEn BE 204 mon 
WY. S, MRA m 点 紧 化 . 

26. 存在 两 个 Hausdorff 空间 ,它们 都 有 点 紧 化 空间 ,而 其 
积 空间 没有 点 紧 化 空间 . 

可 以 证 明 , 若 两 个 拓扑 空间 都 有 一 点 紧 化 空间 , 则 其 积 了 志 有 一 
点 紧 化 空间 , Magill 指出 ,对 于 ago1 点 紧 化 空间 痛 言 ,相应 
的 命题 并 不 成 立 . 
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定理 Magill) BX dS ,a;) 是 两 个 无 界 的 连通 的 度 

量 空 间 , 旦 对 每 一 正 数 r 和 点 roe X EY, E 
iz E Xid rsr) Lr} 

与 
{y ETId (ty ye) Sr} 

都 是 紧 的 ; 则 当主 1 时, 久 XY 了 就 没有 2 点 紧 化 空间 ， 

HRA 25 中 的 拓扑 空间 $., 则 .有 2 点 紧 化 空间 . ERE 
H, m1 时 ,9 XS, RRA me 点 紧 化 空间 ， 

27. 存在 某 个 最 强 的 紧 折 扑 , 它 林 是 Hausdorff 拓扑 . 

Hewitt’ 证明 了: 紧 的 Hausdorfl 拓扑 必 是 最 强 的 紧 拓 扑 . 但 
FE eR th RD I Hausdorff 拓扑 . Ramanathan’ 4 $) 4 
F: 

WX 为 平面 上 爹 体 自然 数 对 (i,7) 连 同 两 个 假想 点 coy 所 成 
之 集 . 命 每 一 自然 数 对 {, 门 所 成 之 单 点 集 { (i, 站 为 耻 的 开 集 ;又 
mie tO XNA 的 集 为 假想 点 x BR A 是 这 样 的 自然 数 
对 {i 让 所 成 之 集 ,使 在 每 一 行 上 上 至 多 有 有 限 个 点 局 于 4; 再 命 形 
WX WES y 的 开 邻 域 ,其 中 BB 是 这 样 的 自然 数 对 所 成 之 集 ， 
使 至 多 有 有 限 多 个 行 上 的 点 属于 B 这 样 定 义 的 开 集 族 形成 了 六 

CD XA Hausdorff 空 何 . 

华 实 上 ,点 与» 的 征 何 两 个 开 邻 域 都 是 相交 的 . 

GD (Xr) BE AY. 

ER XHAR Z= (UL |e A}. X\A 与 XX\B OBIE x 
5 y ARAR HP AAE X\BE RM 

AEON U CX\EDI = ANB 
是 有 限 集 . 因此 ,存在 于 族 10 Uy WU, | Ce, Ei 


KX\LCX\A) U (KX\B)] CUU. 


于 是 ,CXNDU ONDU Uw, 就 是 (XX, 中 的 -个 有 限于 覆盖 , 即 
CX oe BA. 
GD Asn H RE AB Se Pa YY. 
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假如 存在 紧 集 ECX i EAA. AS AROG EAT 
集 ., 而 上 不 闲 , 故 只 有 工 或 y REARS UMAR FE E. 

若 VCE\ME WME BEA AAR EPH LAI NDE 
ASHTRE +7 ERA XNE FEE y AY Bo E pa. 
SRE ERAT) 在 这 无 穷 多 行 的 每 一 行 上 任 取 一 点 (i.， 
ud» BY 


A= {aL Ce. 
THE XY ARR. X\4 连 问 开 和 集 族 A= (CLL aT 
EW —-T AHS. SL ENEAS ARTE. ERE 
集 , 这 与 玉 是 紧 集 的 假设 发 年 矛盾 . 
RMR rEENE, 则 玉 必 定 含有 某 行 上 的 无 穷 欠 个 点 ,把 
这 -- 行 上 的 这 种 点 的 全 体 记 作 BL X\ 8 是 开 集 ,而 且 X\B 连同 
FRR B 构成 了 下 的 一 个 开 基 盖 ,而 它 没 有 有 限 子 巷 放 , 故 区 不 
是 紧 的 ,此 也 为 矛盾 . 
Gv) r Æ X CRH RH th. 
假如 在 和 上 存在 另 一 个 紧 折 扑 z, 它 严格 强 于 z, 即 包含 关 
系 Or RMN. 于 是 ,存在 子 集 ACEC. PRE. 
Eno PRA. Ae BURSA A CX PE A 
DEX THESE, 又 因 Del AMEX MEE, 据 
diis A HECK) FT ae PS. 
28. 存在 某 个 最 绊 的 Hausdorff 搞 扑 , 它 不 是 紧 拓 扑 . 
WY UNGER, BE Hausdorff 拓扑 必 是 最 如 的 Hausdorff 拓扑 . (A 
A s #2 99 14) Hausdorff fiiha $B EG Fh. Ramanathanl"- Ay te 
F: 
iA ee nen * y@ sty —3,—2,--1) EAE 
HBC PEFR BPA ec) yr) Fle |r Ses ARTH. 于是, 区间 
| (ysr) = “Ge Alya reaz! 
部 是 开 集 , 共 中 yzE4 H ycr LZ 代表 自然 数 集 ,并 在 Z 上 
RARI X A AXZ HERNES a-a X EMY 
jhr ERA AXZ" ERRER E a 与 一 a tT A AR E 
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My (ad Ej My -ef 参看 图 24), 
Mi {a} = {a} LI {Gy g) |e <l ayy 7 > nh 
Mc a) = {i a} UG.) |i > wj > a}. 


ra Af? 
Be a a ey 三 -一 一 一 ~ 一 一 一 一 -一 "a 
`~ ’ . . ` . . a 
1 ; ry : f 
I . * . laf . * i 
! . ' tr I 
H * r . i |} 
1 La F F L = | 
CC wa bee 一 一 一 一 一 一 a 
* . ' ‘ + ‘ 
- . * a 
4 * à 和 a seid t F * 
thy 
图 24 


HRN [30496 r HEM CN aR Hauselorfl 空间 . 

GQ) (XD RAE SI. 

BE EX AY SBR EER SX 0 -AFE 据 拓 扑 = 的 定 
Mo FR Con PREPRE A k E, Co, 2) PSE SM aR AR 
会 有 天 因此 ,点 (em 六 只 含 于 它 自 己 的 基 邻 域内 ,从 而 不 存在 有 限 
THE. 

Cu) LX,T) 是 再 闭 的 , 即 对 XX 的 任 一 开 覆 盖 ({O.}) ,可 以 选 出 
ARTIK O Oz. ++ Oo 10, Da 0, | FEE K. 

事实 上 ,点 4 与 一 a 的 任意 邻 域 MS Ca Maa), H > 
max {msn Ef, CATR MEM GO SMA ao nA TRAM Cw, 
J) R EI Con) UGE maxima DREA RE A. ET E RA 
OOo s On EMBER XN D U Maj). FB. 
MOUMOU UO, 就 覆盖 了 X, 即 X 是 如 闭 的 . 

(ind rÆ X biti Hausdorff 拓扑， 

Wei Cr Bbw BX Wr Swe ee a FR XNU 的 一 个 
r FAG O) A r'r BO} te XW AD r HE. BG , 存 
EART 加 0 使 它们 的 z 闭 包 之 并 得 盖 了 AU Me 
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MM wie SF Re eT XN. 

HGE r Æ X LEGI Hausdorff 拓扑 . 假若 不 然 , 即 和 上 存在 
Hausdorff Hth co". Eee r. 于 是 .存在 某 个 CEr, 使 XI 不 
BRS. AR. AEA cel E ae BF AU aE 
(CAE x H r Al SBOE. JAE C) ae XU 据 前 面 所 述 . 存 
FEAL PRT BRC) Ce Ca tE 


XW cl XC.. 
i] 


A Ú XC oA zE Ù XC. PR h F C E x BAR, 
因而 这 是 不 可 能 的 . PI WX NC TE XW 的 r* 开 覆盖 . 于 是 ， 
NC 中 一 定 含 有 异 于 < 的 点 (车 由 C, 一 {7}, 则 {XNC.} 就 咸 了 X\ 
U Be FRAT) AIr AN Ze Hausdorff ath. BP r £ m Ay 
Hausdorif 后 扑 ， 

29. 存在 某 个 可 度量 化 的 局 部 紧 空 间 , 其 一 点 紧 化 不 可 度量 


化 . 

eX 为 一 不 可 数 集 IFEX 上 到 离散 拓扑, 由 六 为 一 可 度量 
化 的 局 部 紧 空 间 . 然而 , 它 的 一 点 紧 化 不 可 度量 化 . 事实 上 ,假想 点 
不 满足 第 一 可 数 公理 ,这 是 因为 任何 一 个 含有 假想 点 的 开 集 的 补 
集 必 是 有 限 集 . 但 是 ,假想 点 的 可 数 基 的 元 素 之 交 正 好 是 这 个 银 想 
点 ,因为 每 个 元 素 的 补 集 是 有 限 集 ,上 故 这 个 假想 点 的 补 集 将 是 可 数 
的 .这 与 六 为 一 不 可 数 集 的 条 件 发 生 矛 天 . 

30. 存在 可 数 亚 肾 而 非 亚 紧 的 拓扑 空间 . 

P= {Carey lasyE Ryo 0) Be A ee EG tah T 的 上 半 开 平 
KL AEM. dir X= PULL X ERE oS EH oh 
EA ir) UPN HAR KE reL, U 是 +z 在 平面 内 的 欧 
RF. 

折 扑 的 邻 域 基 是 由 下 列 两 类 集合 组 成 的 : 苦 zxEP, 则 会 有 
了 的 基 沁 率 是 包含 于 忆 中 的 开 央 盘 ; 若 xE 工 , 则 含有 x 的 其 元 案 
Io UCP DEA BA DED r HPD AFF aS. 部 
含有 zxEI 的 基 元 素 是 由 中 心 在 x OPERA (ok SR. 
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易 见 , 子 空间 工 是 离散 空间 . 

G) (X,c" ) 不 是 亚 紧 的 . 

X 的 每 .~ 点 的 基 元 索 的 全 体 是 (和 ,zy 的 一 个 开 覆 盖 . RE 
CRAB ARMA MA. 事实 革 , 任 取 它 的 一 个 开 加 细 , 并 用 S. 代 
RAP >E 工 所 成 之 集 ,使 得 凡是 含有 > WH OPH oe ee 
包 合 一 个 半径 大 于 n SCR. TES RB RS LAL 是 
-- 个 第 二 网 的 集 , 故 必 有 mm, 使 5 不 是 无 处 稠密 的 , 即 存 在 开 区 间 
IEIS 于 是 ,对 任意 ET7T, 当 0<y<1z 时 ,点 (zy 包含 于 
ETAT A ORE POR OP. A. CX ORE RR. 
«Gd CX 2 RTR BAY. 

H(A {VU eX CME RS ORAS, 
里 ,每 个 VjCP, 而 每 个 Ui HLH. 令 

S =U, NL, 
则 和 集 序列 UAS CA= 1,2 e EV ES T EEE RI AE 
RHF PST a ae. 天 此 ,存在 点 有 限 的 开 加 细 {W,). 令 
T; = SA UD > 2), Ti = Si, 


BY TG 1425+ MARAE ÜT, =L. 再 令 
L= U, N { U Dy} 四 


其 中 Ds 是 的 具有 半径 为 1/4 的 分 域 基 的 集 .于 是 ,出 174 的 定义 
可 知 工 上 没有 一 个 点 可 以 含 于 多 于 有 限 个 避 之 中 .因此 , {WU 
(UBT XX 并 生 是 点 有 限 的 , 故 C(X,r*) 是 可 数 亚 紧 的 拓扑 空 
fa). 

注 戴 牧 民 570 引 进 了 一 类 称 为 = 亚 紧 空间 的 拓扑 空间 , 它 以 
亚 紧 空间 为 特 款 . MMR oe 亚 紧 空间 未 必 是 亚 紧 空间 ;so TE 
空间 之 积 未 必 是 o 亚 紧 的 ;oe 迹 紧 空间 的 子 空间 未 必 是 o 亚 紧 空 
间 . 

31. 存在 亚 紧 而 不 仿 紧 的 拓扑 空 得 . 

设 XX 为 一 实数 集 ,o 代表 关上 的 欧 氏 拓扑 . S A= {17n ln 二 
112,-…} ,并 在 关上 定 儿 男 一 拓扑 r 机 下 ,GEr YB WY GUN 
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BLP BCA BX LER th oo SPE. 

WRX Ladi th c RT KR HGh o- 

OX OP AMMEN. Mi AiR i. 

BRE GHX\VWAN neh G@=1,2.)# X EMP TE 
Bm. ERX THR HTH ARPA LAS 
有 点 0 的 开 集 必定 与 这 个 开 加 组 中 的 其 它 无 限 多 个 元 相交 . 因此 ， 
这 个 开 窄 盖 没 有 局 部 有 限 的 并 加 细 , 从 而 (X ,rt) 不 是 可 数 仿 紧 的 . 

Gi) (X. PEE RHI. 

ER XARAK SUB. ,其 中 BROCA, MU. E 
RT RRS X.ON—TtHE ee. 内 (X,o) 是 亚 紧 的 ,上 故 存 在 点 
ARR PIM EV ot. 于 是 , 集 族 {VA} 是 化} 的 一 个 加 细 , 但 它 只 
ml SAA 4 中 每 一 点 l/n FRED G PORE lin 为 
中 心 BED 1722(na 十 1) 的 开 区 间 乓 :使 

LOG. 


3X HEHE IX E PO Ae. AV ASU {7} 就 构成 了 {G,} 的 一 

TB. Ee OX ASE TT RA. AX BRAY. 

32. 存在 一 个 仿 紧 空间 , 它 不 是 紧 空 间 . 

设 SAART NERE, W RAE Rs H. 

ERREK- FETC ,这 个 开 箱 盖 当然 覆盖 每 个 紧 区 
HEren + 1). 因此 ,对 每 一 EK Tl Cee +1). 4tE AR H 
(GP? he FEE G” N Glat DM SRR PU 
一 个 局 部 有 限 的 开 加 细 . WAL aH ae Be ES] 

33. 存在 可 数 亚 紧 而 不 可 数 仿 紧 的 拓扑 空间 . 

fal 31 中 的 拓扑 空间 具有 所 需 的 性 质 . 

34. 存在 可 数 仿 紧 而 不 可 数 紧 的 拓扑 空间 ，, 

we xX ERE TE OTE 于 是 ,{z EXE XA -A 
可 数 开 著 盖 , 它 设 有 有 有限 的 子 覆盖 , 故 和 不 是 可 数 紧 的 . 

AUF EN APR ARE MREP BR 
的 一 个 加 细 . 因此 , 基 是 仿 紧 空间 ,从 而 也 是 可 数 仿 紧 空间 . 
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35. 在 在 可 数 仿 紧 而 不 仿 紧 的 拓扑 空间 . 

设 名 ,a9) 是 一 切 小 于 第 一 -个 不 可 数 序数 w 的 序数 之 集 , 并 在 
[oo D ERK Eih AO wno PRS DT FO, HR 
RLO w E A RUR A A T E EL E YY. 

另 一 方面 ,一 个 拓扑 空间 是 紧 的 , 当 生 仅 当 它 既 是 可 数 紧 的 六 
是 亚 紧 的 . 而 [0,en) 不 是 紫 空间 ;上 L0,w) 不 是 亚 紧 空间 .从 而 也 
TEH E T R. 

36. BRS RSW RRS WB ARR. 

SA 亚 紧 而 不 可 数 仿 紧 的 拓扑 空间 ， 

例 31 中 的 拓扑 宝 间 具有 所 需 的 性 质 . 

我 们 青 给 册 一 个 亚 紧 而 不 可 数 仿 紧 的 空间 如 下 : 设 

X = [Lom] Xx (Oa, |\ {Coy ey) js 
EX LRM r CHA Oe) X59,w) 中 的 每 一 点 所 成 的 单 点 
集 再 如 上 形 如 
US) = (BY) a L Y L w] 
与 
VP) = (7, BP lacy sa} 
的 集 组 成 . 这 个 拓扑 空间 称 做 Dieudonné Hh (2 AA 25). 


0,0) (Zon (Aad 


UAB) 


(on, 9) 


{0, 0} ten, 0} 


fl 25 
By CADE AW ,Dicudonne 板 是 亚 紧 而 不 可 数 仿 紧 的 拓扑 空间 ， 
第 二 例 ”可 数 仿 紧 而 不 亚 紧 的 拓 持 空间 . 
例 35 中 的 拓扑 室 间 具有 所 需 的 性 质 . 
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37. 存在 仿 紧 而 不 全 体 正 规 的 拓扑 空间 . 

设 了 为 实 直线 并 取 通 常 拓扑 ,Z 二 10,1} 并 取 离 散 拓 扑 . 今 X 
=Y XZ # REH AY EDRR, 是 紧 空 间 ARRS 
间 th RE a. 

男 一 方面 ,由 于 关 不 是 TT 空间 ,因而 它 也 不 是 全 栖 正规 空 
间 . 

38. 存在 正规 而 不 全 体 正 规 的 拓扑 空间 . 

BUG Ea BY 13 已 经 指出 , 序 空 间 [0,m) 是 正规 空间 . A SE 
ADS elu RRA MICO. RAR SBS 35), 故 它 也 不 
HE eA LS id). 

E 其实,[0,w,) 还 是 一 个 完 爹 族 正规 空间 ,其 证 明 可 参看 
[160]. 

Bing’ “aE BAY AA 2 Ub TE SSS fi) FR TEA. 上 述 反例 说 明 
了 这 个 命题 之 道 不 真 ,甚至 存在 完全 族 让 规 空间 , 它 不 是 全 体 正 规 
Hy. 

39. 存在 全 体 正 规 而 不 超 全 体 正 规 的 拓扑 空间 . 

在 拓扑 空间 于 中 ,两 个 不 空 点 集 4 与 二 称 做 超 分 离 的 ,是 指 


在 拓扑 空间 于 中 , 若 如 与 如 是 非 互补 的 超 分 离 集 ,X 中 必 存 
EHE UV. ACU. BCVA UNV =, WB Th a X 
为 超 全 体 正 规 空间 . 

徐 荣 权 "指出 , 若 拓 扑 空间 XX 是 超 全 体 正 规 的 , 则 X OES 
体 正规 的 . 但 道 命题 并 不 成 立 . 例如 , 设 尺 是 实数 集 ,z 是 由 

H = {lab a,b € Ria <b} 
产生 的 拓扑. 

G) 拓扑 空间 X= CR, OBS ERA. 

FFER X -AAA KU.) iLE U, ER PRK 
欧 氏 折 扑 下 的 内 部 , AR ES EA Lindelof 2 E, US Ay 
WP RUDE Bit TU UUL 易 证 , 补 集 4 一 XX\U 是 可 数 
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E. TE ARBUS PT Pa a. 因此 ,X 是 Lindelöf 
空间 . 
WX 的 任意 两 个 分 离子 集 A AHEM GE XN. AXE 
是 开 集 , 故 存在 zx laz d CNB. S 
On = las, 
并 类 伏地 作出 Os. BAR, ACTO BTO: A O,10,=9. 因为 假如 
Os NOs SWS ET cE ASLEB HA 
Lax.) N [bond + &. 
ANE ab MM bE Ta, 2 CXS. FR. AIO, 与 Os 不 相交 ,从 
m X EEEE M. 
X 既是 Lindelöf 45 8), M E 52 42 E A E Ej. 4 SR E E A = 
间 , 从 而 是 仿 紧 空间 . 又 ,对 于 Hausdorff 空间 击 言 , 仿 紧 空间 与 全 
体 正规 空间 是 一 致 的 , 故 区 是 全 体 正规 空间 . 
GD 时 不 是 超 金 体 正规 空间 . 
E X Pg A==(1,2]U (3.4), B= (2,3), WANB=i3), 
A 们 B= {2}. 于 是 由 
ANBNANE= 13)N {2} = (31M {2) 


可 知 4 与 83 是 超 分 离 的 . A 4 与 旦 并 不 互补 ,但 不 存在 开 集 与 
VV 使 ACU,BCV,B UNV = Økt 天 不 是 超 全 体 正规 的 . 
40. 存在 正规 而 不 族 正规 的 拓扑 空 阐 . 
BR 为 实数 集 ,PP 为 尺 的 -- 切 子 集 所 成 的 集 族 . S 
X= |] {o1h, 


其 中 {0,1) 是 0 和 1 所 组 成 的 离散 空间 的 副本 . OE CRE 
MaEX MF, 

MFACP. Erei S x= rA S r, (=D. a 二 
的 第 4 个 坐标 2 (= 1 YAY re 
E X pE. 
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Bing" E X 上 赋 子 新 折 扑 o CEH r AmE X\M 中 的 每 
一 点 作为 并 和 集 而 爸 成 的 . 

EXIM 是 CX ARATE OM BX OMAR. FER M 
HTE LAK AR RINT LATE POO Pri OOO 
X EBA TS 7S A eS AP eT Se LE ML. BI OM PE 
意 两 个 不 相交 的 子 集 , 友 在 关 的 两 个 不 相交 的 开 集 ,它们 分 别 包 
ILRI PE. 

RAR X HAP AMHR E A 5 A. 据 前 所 述 ,存在 
XA PAZERA UL UL, EMME Se ANMI AN 
M. TE, WU NADU CAAMD (LUNA U CADAMO 是 分 别 包 会 A, 
与 A API PAR SEMI. 又, (Xo) 显 然 是 Hausdorff 空间 , 因 
此 :(X,o) 是 正规 空间 . PA AY AE. CX, 48 SK E AL. 

41 存在 族 正 规 而 不 完全 族 正 规 的 拓扑 空间 . 

i 二 [0, 13 并 取 通 常 拓扑 ,五 是 工 的 副本 . 令 
X= ||, 

FE X EREI X ERM Hausdorff 空间 ,从 而 大 也 基于 
规 空间 . 
EZ JARRE JEZ CREATZ 是 Z' 的 副本 . 


Å 
A = {l/a E ljage 2 1, 

A E A ABA. AA ERRAT Z i BTS X 
包 会 一 个 子 室 间 了 [A EMEF [1 27 .于 是 ,Y 是 X 的 一 
PIERRETTE. AMX 不 是 完全 正规 的 . 因此 ,并 也 不 是 完全 
族 正规 空间 . SR AY AEA XX 族 正规 的 . 

42. 存在 o, 仿 紧 而 非 正 规 的 拓扑 空间 . 

拓扑 空间 羡 称 为 gi 仿 紧 的 ,是 指正 是 可 数 个 闭 的 仿 紧 子 空 
他 的 并 . 

ar 仿 紧 空间 未 必 是 正规 的 . FEM pT eB ee 
的 . 
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teh 


设 总 是 第 四 章 例 12 PA tE. X 是 一 个 正则 空间 ,但 1 
不 是 让 规 空 间 . 
AUE X Eo 念 紧 的 .为 此 , 令 
Xas {irsya y EX. il y= 0}, 
KTE NEX, H 1y, 
={lr, y) | ley EX, H. y3, 


meee 


X= {rsy | ir, DEX, H niyin t i}. 


X= {ir a| Cry) EX, H 1/25 , 
Xi=tlr yw) | Cr D EX A 2 ayah 
Ki = fy) | Ce ple X Bo siya}, 


WW XX A G= oHa AE NX PRE R FR, 
X= X UTIUXIU LUX), 

Am X Æ a, fH BAH. 

43. 存在 菜 个 可 数 亚 紧 室 间 的 开 连 续 像 , 它 不 是 可 数 亚 紧 的 . 

设 外 二 可 ,1}, 命 于 的 开 集 为 全 ,10} 和 {10,1). 又 设 了 为 实数 
ROTARY 上 了 到 离散 拓扑 . BAX 是 紧 的 ,7 是 仿 
紧 的 ,从 而 积 空间 XY 是 仿 紧 的 . AUX XY 也 是 可 数 亚 紧 的 . 

设 pY, $ 2 一 1 ety 并 规定 Z 的 开 集 族 为 空 集 好 以 及 合 
有 点 的 任意 于 集 .于 是 ,11p,a}|aEY} 是 Z MSA RIB. 
显然 , 它 的 性 何 一 einen bec 限 的 . 因此 ,Z 不 是 可 数 亚 
紧 空 间 . 

SRE IE XXY 到 ZZ 上 的 映射 如下: 

JOs) = py fe) = x 

BUX! X XY 的 任意 非 空 开 集 SCORE AA ,好 (UB p 
的 开 集 , 故 了 是 开 上 映射 . MERZ HRP Vf RREN 
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X 世 中 的 开 集 ,因此 ,上 是 连续 欧 射 . 

注 这 个 例子 也 说 明了 仿 紧 空 间 .可 数 仿 紧 空间 . 亚 紧 空间 的 
和 开 连 续 像 不必 是 仿 紧 空间 .可 数 仿 紧 空 间 . 亚 紧 室 间 . 

但 是 ,对 于 从 一 个 哲 扑 空间 X 到 另 一 个 拓扑 空间 了 的 内 的 满 
射 了 而 言情 况 就 大 不 相同 . Michael 4 证明 了: 若 并 是 仿 紧 空间 
WY tid (FS es fh). Yorrell iE T: € X EOR o El U Y 也 是 
亚 紧 空间 . 

44. 存在 两 个 仿 紧 空 间 ,其 积 空间 并 不 仿 竖 ， 

i XALAR. fi X HAIR MG (Le bd la bE X) ,此 邻 城 基 
生成 并 的 -个 拓扑 而 使 苹 成 为 一 个 拓扑 空间 . 

BUE HIE ECX n E EMÉ Lindclof 空间 (参看 第 三 章 例 
21) ,从 而 是 仿 紧 空间 ， 

令 Y 一 XX 五 ,并 在 上 取 莱 积 拓 扑 , 则 对 每 一 点 p= ye 
Y: 记 点 的 邻 域 基 为 {SCp.e)} ,其 中 Sip.e) 是 左下 骨 的 点 为 p 并 以 
e> 0 为 边 的 半 开 下 方形， 

令 工 二 {xsy|y 王 一 2) ML EY MATH. 又 因 当 pEL 
时 ,站 Sipse) 二 {p}, 故 工 Toba Heth RATED. Ba ae 

K = ila, 一 0) |a AREER), 

MK ij LK 部 是 Y WAIT R.A KAAK = Ø 

iF Y AERE. A. A BEH Y REA RYT. E 
然 , 集 族 


~ 


B= (YNAK D J (S Dle E LK} 

是 节 的 一 个 可 数 开 覆盖 . 任 瞩 汤 的 一 个 开 加 细 15.) ,当然 要 求 这 
个 开 如 细 也 覆盖 Y. 我 们 将 要 证 明 ,15,} 不 是 局 部 有 限 的 . EXE, 

对 每 一 点 pe LAK FEE 6, >0 而 使 SCp,6,) 和 包含 于 茶 个 Ci 内 人 ( 假 
如 没有 这 样 的 5, 则 {C0.) 就 芋 不 住 点 p, 从 而 {15} 就 不 是 了 的 开 
Hm .此 外 , 冬 个 U, BHAA Spd (因为 {化 ,是 A 
一 个 开 加 细 , 记 以 对 每 个 乙 ,, 存 在 Stp,1) 而 有 Li, 二 Stp,1). 如 果 
U. 述 人 包含 男 一 个 SCqv60) ,Pp 了 gr9E LK BARA Sig Sp 
Stp'1), 然而 ,这 是 不 可 能 的 ). 和 假如 {0.} 基 局 部 有 限 的 ,那么 对 每 
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一 点 gE, 应 存在 点 g PBN, EAS ART UC. HR. 由 
FHU REBA SCp.6,) AT N GRE GART S. 
AOE. TEN t ge KTR 6 > 0,18 SG SA R 
SCp.6, 8B A BE. Mat Se G UW Spb) 都 不 相交 ,其 中 
pe L\K GREY SQ e) CN, 2BO. > 
S, ig E Kig d> la HS.) 5 
一 切 Stps5,) 不 相交 ,p E NKI, 
则 15,} 与 NK mS A.M - Pa eA BL OER 
欧 氏 拓扑 . ACL. O ERAR HIS, PED AS, CE 
Chat PA ke Aah Bd Be. Ae ee EIT i Ca AT 
(2.0CS, A S, f(a OAR SY. 由 此 可 知 , 当 pe AKON 
Ca. dS EO SE & A SPAS Bl 
Sp 门 A A. 

但 Sae) F-H SA AAS AT BOTS. A UL aR 
部 有 限 的 , 即 Y 不 是 可 数 仿 紧 空 间 . 

这 个 例子 是 由 Sorgenfrey-" 人 1 作出 的 . 

这 个 例子 也 说 明了 两 个 可 数 仿 紧 空间 , 亚 紧 空间 .可 数 亚 紧 空 
间 之 积 未 必 是 可 效仿 紧 空 间 、. 亚 紧 室 间 . 可 数 亚 紧 空 间 . 

45. 存在 某 个 仿 紧 空间 的 子 空间 , 它 不 是 仿 紧 空间 ， 

车 易 证 明 , 仿 紧 空 间 的 财 子 空间 仍 是 仿 紧 空间 . (BE. E 
则 的 非 闭 子 空间 未 必 是 仿 紧 空 间 . 例如 , 设 上 0,o] 是 不 大 于 第 一 个 
不 可 数 序数 mm 的 序数 之 集 ,[59,w] 是 不 大 于 第 一 个 无 限 序 数 ww 
RE ae eH Ot SUR de th. 因 [0,w | 与 [oo 都 是 紧 的 
Hausdorfl 43 la). ik X=(0.e, JX [0,e, 1h @ AY Hausdorff 空间 ， 
于 是 ,和 WE PATE IG.) OA ARS EG. |aE F FAAR 
$) FR EBRA IG HI. A RBS BR BSA, eX 
ETF Be i. 

$ Y=[0,e,)]*LO,e,J\lo,.en>}, 则 荆 不 是 正规 的 (参看 第 
四 章 例 14 中 的 第 二 例 ), 从 而 也 林 是 仿 紧 的 . 

注 候 紧 空间 的 商 空间 也 未 必 是 仿 紧 的 . 
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46. GEERT RSERMNHRSRMHRET+ADH ESSA .F 
积 空间 不 是 正规 空间 . 

下 页 的 例子 属于 Michael. 

I< (Ro) ARR PT SE AO 为 有 理 数 集 , 令 D=R\ 
Q. 我 们 在 R PRS- ASR WO DP AM I R F 
的 每 :一 点 上 通常 的 分 城 . 

iL Rr ) 是 完全 正 现 的 仿 紧 空间 . 

RIFE RAR ERRI E R T EAF Ep 
FA COMO TOA -可 分 的 度量 空间 , 令 

(CR) = (CRT DY) X (D,r). 
AIAX op ETARA. 为 此 ,我 们 考 虚 两 个 不 相交 的 子 集 
A=Qx P= {yr ER D) 


B= ‘Cz ,ehj2 E D}. 
on AO CR. 中 的 闭 集 , 故 4 是 
: HR. MCR OSD, OBE 
Hausdorff! 空间 ik B ORO RAE. H 
T EWA Yh Se EA a 
SAR WT A AA A A ak SE Bs E E 
Ai AS BRO REA RR 
AY FF OB IR, BC, o) AN AR IE RES 
RD [el], MO te, AN EB Oy ES a) CA R 
fe 26 26). 

47. 存在 某 个 亚 紧 的 Moore 空间 , 它 不 是 可 遮 空间 . 

Heath 证 明了 ,每 个 可 让 的 Moore 守 间 必定 是 亚 紧 的 . 他 还 
指出 , 亚 紧 的 Moore 空间 未 必 是 可 遮 的 . BYE OX BE ORE ag 
‘和 包括 工 轴 ) 的 一 切 点 所 组 成 之 集 .X 的 拓扑 起 ee 定 义 如 下 (参看 
图 27): 对 于 + 轴 上 面 的 点 p, 令 单 点 集 {p}E 人 BR; 对 于 x 轴 上 的 每 
-点 之 和 每 一 自然 数 nS 

iGsy)it= at yRMe~=a—yvi0S vy << E ww, 
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寺 是 ,拓扑 空间 三 ET Moore t H A RE RH. X AeA 
ME Ay CUE AN 4 WS AES). 


Fal 27 
48. FETTER Moore 空间 , 它 并 不 正规 . 
WX BRS LL kF. I- eC XL, RE 
imn A X SESE: fe BE re CO oe EO SE oc OR 


为 高 17 下 端 为 x ASE ER BUAR: ai < A AE oe 的 分 域 
BARBRA 1 高 为 a 的 线段 组 成 (参看 图 28). 


Bl 28 
Heath: 引 入 了 这 个 空间 ,并 指出 ; 它 是 可 雍 的 Moore 空间 ， 
但 并 不 正规 . 
49. 存在 不 可 度量 化 的 完全 正规 前 仿 紧 空 间 . 
下 面 的 例子 属于 Bing”, 


"11t3= 


KX ASR. RM mA TS ER Ge 
FAT ZC HY TF DS Paj AI ETS RE AN U (te | O02) P RK 
构成 X bath HERAT L BDA RAR Fa RA 
tang HR LARS AX BAR 29), 


NS 


图 29 

G) 《Sr 是 完全 正规 空间 . 

(X. r)i KR E Hausdorlf 23 (al. FE X HPP A 
BOP Lo 是 过 原点 且 斜 率 为 tang 的 直线 , 则 AND. ABO Lo 是 
Ly BID SP BP SR E L 基 作 为 平面 上 上 取 欧 氏 拓扑 下 的 子 空 
H. 于 是 ,在 I 中 分 别 存 在 包含 AN Le 与 BM Ls 的 欧 氏 拓扑 下 的 
FE Uy Ve 显然, UU SUV EX HORS ASR HR 
SO ADIT SE a ON, oR SE SE ES BD. 

GD OX DRE- E BB. 

Fe REGEX o EEA A T g EBD OT. 假如 相 
Po BEAU) ae RA E — A r ie A E U= U. R e) 
是 任 一 序列 ,& 均 为 射线 与 x PM RIS Jo 是 区 间 T3 By Hp fad ay 


AY SB aR Ee Pe. 
Ci) CX .7) BEE a Ae. tE Lindelof = fl, 
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DA 2g Ist A) TS SB BR AY) O AE A EX AE 
部 紧 的 . MCX) BAA 4p. A SE Lindelof 空间 . 

tiv? CX co ROS. 

ER XP APU. WX ATF Sl Lo 是 仿 紧 的 ， 
aX {E N Le} 41 iby BE AY tn A No 因此 : 族 ! (NI OGNI ;连同 局 
LNO E NY 是 {的 一 个 局 部 有 限 的 加 细 , 故 t 芝 ,r) 是 仿 紧 空间 . 

(vd OX AR E BEER. 

FLX Bie A KE BT OE lar 

50. 存在 不 可 度量 化 的 Moore 空间 . 

可 以 证 明 , 可 度量 化 的 拓扑 室 间 必定 是 Moore 空间 . 但 是 ， 
Moore 23 FLA rd BE te. 例如 .设防 是 和 白 然 数 的 全 体 , 令 了 == 
‘(2k—-1,2k;.X HERTEN, SAREE RP PHT 
集 的 并 集 . 因此 ,一 个 集 是 开 集 当日 仅 当 它 是 闭 集 . 于 是 ,外 为 一 
正则 空间 . 又 , 显然 是 一 个 可 展 空间 , 故 它 是 :个 Moore 空间 . 
然而 ,和 不 可 度 其 化 ， 

下 还 问题 从 提出 至 今 已 近 半 个 直 纪 ,但 依然 未 解决 . 

问题 (Moore) “正规 的 可 展 空间 能 理 可 度量 化 ? 

HE Bing ”与 Nagami ™ 证 明了 : 仿 紧 的 Moore 23 [aj 04 ay RE 
量化 . 

51. 存在 某 个 仿 紧 的 遗传 可 分 的 半 度 量 空 间 , 它 不 是 可 展 的 . 

iA A ASCH LINER dd XX XR EN ERE 
BR. FRE MABE OUP A pga XL. S 

O(p.g) = d Cpp; 


苦力 或 4EI, 令 
OCp.g) = dl pig) + alp), 
这 里 atp,9) 是 工 与 合 有 点 p,q MES ERO. X LAY 
加 及 对 pel. p HE 
邻 域 组 成 (参看 图 30). 这 个 空间 称 为 蝶 空 间 . 
McAuley lgl A 了 这 个 空 扣 ,着 指 下 ,这 是 一 个 仿 紧 的 遗传 
可 分 的 半 上 度量 空间 ME AREY ag. 


q 
a 


hana) 


P 
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Boe ”线性 拓扑 空间 


引 E 

He XN ERR KCK AS BR D EERE S EAX 中 的 
最 天 线性 无 关于 集 称 为 元 的 Hamel Æ. RHET AA Hamel 
某 ,而 由 同一 个 线性 空间 中 任意 琴 个 Hamel 基 具 有 相同 的 势 . 线 
性 空间 中 Hamel 基 的 热 称 做 该 空 针 的 维 ， 

H A BCX, ACK. 我 们 规定 ， 

A+ B=taté al AbEB}, 

A— B= {a—b|laE ABE B}, 

A+ r=taterla€ aA}, HP re xX, 
AA= fiala E A}. 

设 4,B,C 是 线性 空间 闫 的 子 集 , 我 们 有 下 列 概念 : (00)A 称 做 
平衡 的 ,是 指 对 每 个 EK, |e! 1, A ACA; GDA 称 做 吸收 
的 ,是 指 对 每 个 +, 存在 o> 0, ER - WACK, Al Sa BT 
CAB; GDC i OH AFR 2. ve C BIA Art OAV EC KA 
Os AS 1. 

设 4 是 线性 字 间 XX ATE. GA 4 的 最 小 凸 集 称 做 ANG 
包 , 记 作 co(4) .包含 4 的 最 小 平衡 集 称 做 4 的 平衡 包 . 

设 忒 为 一 线性 空间 ,有 为 非 负 实 数 集 ,映射 p XR HE 
范 数 ,是 指 : 

fad prt splot ply). reve X. 

(b) pUAr)=|Al p(x), rE X, ACK, 

显然 ,pto) 二 0. 著 plo) = 0 BK eo, WER p AX JE 
数 , 并 i 记 pC = el. 

声称 做 < 半 范 数 , 如 果 将 半 范 数 定义 中 的 出) 代 以 : 
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Ch’) Pt 一 pr) Ox], rE XAG K. 

显然 ;x KEM p WAL pCo) <6. AR pr) ORA ro, N 
BK p Ae 范 数 ， 

i 户 为 拟 半 范 数 ,如 时 在 半 范 数 定 祥 中 将 (da) 代 以 ， 

ta )》 PEX R bl, AE 

ple + y) ol + PO, wey E X. 

PSR UC plo —0, dA pr) 0 Bi emo, MER 
PAW RB. 

R X BRR AK LER SHL BX S| Ade) cA: 

i) Gey deatey EAX XX. TX OF CY ESE, 

GD (Ar) war BIKX X eX SCX ES, Hp e 
se K EEE Hit MER eX EAS ESR HX ORK HAE 
拓扑 空间 . RBCS IRA RE OF OR AX RPE RTD f. 

若 在 线性 空间 关上 定义 了 一 个 实 值 两 数 ! © XR, ETF 
Sl ETH 

G? x al =0 SAMY r=; 

C2) l ety! Æl el +! yl; 

(32) F en ERK a 0, WIH LEN rE X.T! ac! -+0 rE 
Xs! 2 +O. MAER EK, Ý! ar! >); 

(4) I crl =] rl, 

HEK X 为 赋 准 范 线性 空间 . 

容易 证 明 , 赋 准 范 线性 空间 ( 芝 ,! SR PE HTH Zsa]. 

线性 空间 上 的 拓扑 称 为 与 线性 结构 足协 调 的 ,如 果 线 性 拓扑 
空间 定义 中 的 6 与 人 ii 都 满足 . 

We OX Ae ERE aD a fe], 是 天 ER MEE SS TR. YE LX, ERA 
对 折 扑 , 则 X, 也 构成 线性 拍 扑 室 间 . 这 升 ,X; BR X AOR 
子 空间 ,简称 XM FS. AX. MX WPA, QOX X 为 
商 映射 , 则 XX, EIE Q 连续 的 最 强 拓扑 称 为 由 六 导出 的 XX, 
PAS REAP IDA zw. ABB. Sh EEG HRM X, 
re 是 线性 拓扑 空间 ， 


1 


设 X 是 线性 拓扑 室 间 ,ea © ACA 为 任意 指标 集 ), 其 乘积 空间 
iO |] X.. 它 既 是 作为 线性 空间 的 蒋 积 ,又 是 作为 拓扑 空间 的 乘 


af A 


PW []X. 也 是 一 个 线性 拓扑 空间 , 若 对 每 个 a E AX, HL, 


mre {| X, 记 为 xX". 
H(X. aE 4 是 一 族 线性 拓扑 室 间 , 谍 
X= SUX, = {x = (ot ET AAR FBS we, = 0), 


EX Air. AAA. 

设 外 是 线性 空间 ,1Y,|a€E 4} 是 -一 族 线性 拓扑 空间 , 令 

F = {flf Æ X BLY. Meee ae}. 

容易 看 到 ,在 X LARUE PC F ESA BSS oE AAR EA 
扑 , 记 这 个 拓扑 为 oX, F). 

APH. FE X BR PRE OR XX XE 
X FA — eR PE Baie SE A ASG AS Rtt. 

莱 积 拓扑 就 是 使 一 切 射影 映射 P,，|] XL +X. BY 


线性 拓扑 . 

定理 1 和 侍 个 线性 拓扑 空间 都 是 工 ; 空间. 又 ,对 于 线性 拓扑 
空间 一: 下列 命题 等 价 : 

Ca) X Æ EM H. 

Cb) 单元 素 集 1o! 是 闭 集 . 

Cc) 对 每 个 了 和 关 o 存 在 o 点 的 一 个 邻 城 Ui er AU. 

线性 拓扑 空间 称 做 是 隔离 的 ,如 果 定 理 1 中 三 个 等 价 命题 之 
一 成 立 ， 因此 ,中 启 的 线 忻 拓扑 空间 必 是 Hausdorff 空间 . 

线 竹 拓扑 空间 (二 称 做 是 可 度量 化 的 ,如 果 存 在 X 上 的 一 
个 距离 ,使 得 在 此 距离 下 X 的 天球 全 体 构 成 一 个 拓扑 基 . 为 使 线 
性 招 扑 空间 可 度量 化 , 当 入 仅 当 存 在 。 点 的 可 数 领 墟 基 . 

ALB EER SX 的 子 集 . OA RA. A 
BX 中 每 个 。 点 邻 域 所 吸收 , GOS 称 做 全 有 界 的 ,是 指 对 和 的 每 


143- 


个 a 点 邻 域 V ,存在 B 的 有 限 子 集 Bo fF ACBTY. 

i X PERE ART ACX. RIVA FH RS 

AR RR GH ROM. a Ape AT ae OA 
中 (5 中) 一 个 点 ,等 价 地 ,4 的 每 个 开 覆 善 有 有 限 子 覆盖 ; 

A 称 艇 可 数 紧 ‘ 相 对 可 数 紧 ) 的 ,如 果 4 中 每 个 序列 有 一 个 子 
Aka F Ap 中) 一 个 点 , 即 A PRP A POX PUR 
TRA 

A PRR I SOARE AROR. mE A ES ETT -AF 
PROT 4 中 (中 )- 一 个 点 ， 

B XY 是 线性 拓扑 空间 .线性 映射 SY 称 慌 有 界 的 ,是 
te SIR X PHAR RRR Y PHAR. 显然 , 右 线 性 噢 射 是 连 
续 的 , 则 和 它 必 定 是 有 界 的 ， 

线 必 拓扑 空间 天 BY aE) A S BPR RSP). OER A | 
B-X BANMB— lo}. A YB FARE FP 4B $b 99. (EER AB Rb. ALB SY 
RP XA ALE. X 的 于 空间 Ad PRA XPT Sb, RB HE 
X HPS BN PETI M Lj N 是 相 补 的 :并 记 作 区 = MON. 

设 X ESEIA EAKATE. EEX AAR 
TEEN AHE EXPER. AMEX WARS HATS 
间 , 即 XN ME ETT BRAY WS M 的 每 个 代数 相 补 子 空间 ON OX 
—MAON, 

定理 2 RETR as th] X 上 的 非 零 连续 线性 活 函 与 XX 的 闭 
H-E E Na] CE FE — a Be 

线性 拓扑 空间 X PBA RW. BI X G—-T AA o 
邻 域 . 

可 以 让 明 ,X 是 局 部 有 界 的 , 当 电 仅 当 到 的 拓扑 被 x 范 数 (0 
<a LB. 显然 ,者 线 性 拓扑 空间 站 是 局 部 有 和 界 的 , 则 它 亦 必 
EP DA. Hausdorff 局 部 有 内 空间 必定 可 度 域 化 . 

线性 拓扑 空间 和 区 做 局 部 凸 空间 ,是 指 它 布 一 个 出 凸 吝 域 组 
战 的 6 点 的 邻 域 基 . 这 些 邻 域 可 以 选 为 闭 的 和 平衡 的 ， 

设 X,Y 是 数 域 及 上 的 两 个 线性 空间 ,车 存在 一 个 从 XY 
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ft 


Si) K AY RERPERE PA o OX XY K EP PZ R: 

CO fay, teres y) Hala yt alae yi VW rn Xv 
Yoda: Ks 

C2) Cady ay bbe yod =O yh Vr Ns yor E 
Ysb obh EK. 
则 称 XY BOs AR PR LEXY). 

Fo’ BWE FHH BAM: 

(1) 苦 对 每 个 yE Hiroa =0, M] So 

(2) 车 对 每 个 rE X Airy m0 M] ye, 
MPRA P ERA I ERREX YO A HBA UE S A 
= ë]. 

设 X ERE MX WTR Y RATE X EER. mE re 
Xia te MEEF yE Y fry) 0. 

i X ș Hausdorff hy BB 4 Se jo M BR KX Oy BA. 

OXY) RPA SS Ua CEB Ae TR VT A OTe PIB ae Y E 
XW) 4 2). TEX LES) AB Y CP RE oo E iR i aa Ai 
thay X EESSI Hh Ic +E oC X.Y). 同样 ,在 了 OP) A Bad X 
AAR 20 Ab ERRAI YL Th tE oY XD. 称 
CCX aX, YD, (YoY XO A EHE E Fe S A. 

4 Y= XR}, WE BAR aX X OME X k 
Mth Ge mE M eX DORE X EELA athe HF). 

定理 3 (X.Y) EATS B]. m 

CAOLAS CY, ,oY,X)) = X, 

HX YO EIA ee eX SED. Æ AX ry 一 
YW tH X LAOS. 

PF Sy EAH XPE X LRA Ath. 

RIX YO th aS TH) BR OX Bo A AA Thy Mackey Hi 
th ick mi CNY). PROX m XYD A Mackey 空间 . 

BECK YO AER Ss M Y 的 子 集 族 Co” PRR. AR wo” SESS 
O -e PREP BREE SS A AAR IS I -  AC TEE 
BE oy 使 得 BDA. 


对 每 一 对 偶 空 间 <X,Y? ,证 中 显然 存在 最 太 的 极 族 , 即 由 六 
的 有 界 子 集 组 成 的 集 族 o. 此 极 导 出 的 总 上 的 极 拓 扑 , 即 由 集 族 
B= AAC a | MAS Tb eR X EBITD ITE XY). 
EA SARE lel XY Ea th BOCK XE OR Sh 
To FO oz Æ XAI TATER AATA X EWR H 
th BCX"). 

TR Rh ThA oe BR th. 

关于 线性 拓扑 空间 的 更 多 的 材料 可 参看 [95] 或 L178]. 


1. 线性 度量 空间 中 的 一 个 度量 有 界 集 , 它 不 有 界 ， 
设 A ACER EE et AX DPE. BAM AS 
diamA = sup{d(x.y) Ty © A} €F 00, 
UES 二 是 度量 有 界 的 ， 
容易 证 明 , 对 于 赋 范 线性 空间 中 的 子 集 Pe ASHE - 
致 的 .但 在 线性 度 遇 空间 中 ,度量 有 界 与 有 界 并 不 一 致 , 例如 , 令 
sT (CE, 8) g HATA 12d 
MP r= iey Es 


<1 lf, — 9! 
dir, y) =} 7 ] 二 E — yl’ 


M * AEE SS], Hs 是 度量 有 界 的 . 另 一 方面 ,线性 拓扑 
TAPTE A ARKAE RIE HEE (2.3) CA 及 数列 {4} AO 
OBA 


Andy — 0 (a — ox), 
A r, nasa = (1,1,1), Mj 
limd (2,/n,0) = dla) = 1/2 40, 


noes 


Ros PEA FR AH. 

2. 一 个 非 局 部 凸 的 线性 度量 空间 ,其 中 度量 有 界 集 与 有 界 集 
是 一 致 的 . 

对 于 非 局 部 凸 的 线性 度量 空间 ,其 中 虚 量 有 界 集 与 有 入 华 未 
必 是 一 致 的 (参看 例 1). 但 也 在 在 非 局 部 目的 线性 度量 空间 .其 中 
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度量 有 界 集 与 有 界 集 是 一 臻 的, 例如 ,考虑 空间 CO p<) Be 
满足 条 件 

Dy if Ip 
的 一 切 数列 ae = 18, EE RR HES UAL. 对 = LE} = hE HE 
SUR d 为 


Ted? Jy — JE eB th AR PE BE hr Ss TB) 

uk fees el CO p< DH E A EAR SARS E 
ERARE WAE FA BOL KE HED <I ch 
0 点 的 邻 域 . 若 AR AREY EE eR on fli 

AC Bial) 

因此 diam AS 206, BA A EE RA Y H. 

R.A ARERR AAH, MEA rE ATCB). ER o 
MW — PSB RG ABCO [n= 1.2.06} URL BB 
基 , 故 存在 其 个 自然 娄 说 ,使 Bo l/m EG 于 是 ， 


本 二 站 rn) 一 (nr) "BI oy | 
| Fee: 


C bar's, 

BU A BEAT FEY. 

3. 存在 某 个 有 界 集 , 它 的 凸 包 不 是 有 界 的 . 

容易 证 明 , 若 基 基 局 部 凸 的 线性 折 扑 空间 , 则 AARE 4 
POE cok4 也 一 定 是 有 界 的 .应当 注意 ,对 于 非 局 部 四 空间 而 
喇 : 这 一 命题 并 个 成 立 . 例如 ,考虑 例 2 中 的 线性 拓扑 空间 Op 
<1). RIJ DREL PL o 为 球 心 ,1 JERAR. M D EE 
其 有 和 界 的 ,于 是 ,由 例 2 可 知 , 也 是 有 和 界 的 . 令 

er = O00.) 


nf 
iN | 
则 ED Rant Doel me Loose! il ae cot). fB 
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是 , 因 
dload = >) 


1 
i n 
大 (a.3 Se AS A ft col) AER AR. 
4. 存在 某 个 相对 紧 集 , 它 的 平衡 凸 包 不 是 相对 紧 的 . 
FARM FEH Robertson: 4f 出 的 . 
我 们 将 构造 线性 拓扑 空间 熙 的 -个 子 集 , 它 是 相对 紧 的 ,但 
CHE a SAAS HT Be. 为 此 , 令 
Hy,=C1.0,0,-+"), 
y= O20,.0,"), 
Za = (00, 172 0 
ra= 0,0,0,1/3,0,."), 
Ta CO0, 00,173.05, 
t= €0,0,0,0,0,1/3.0,°°). 
一 般 地 am EMNE EER oR TB nal 项 的 
坐标 是 1 而 外 ,其 余 各 项 的 坐标 均 为 0. 再 令 
B= (2m, [tym = 12 } Ce, 
WW 2m so =1/ Yr ,因此 x. eo. Ol BPE. Be 
列 ya 


|? 
| = mT 4+ oo, 


I 一 nn Arar + 


则 ya HAT 2G 1)/2 项 的 坐标 均 为 0, 而 后 几 个 项 中 每 一 项 的 坐 
标 均 为 1/ ,其 后 各 项 的 坐标 又 全 为 0. 因此 ,y, AF B 的 平衡 站 
E. 如 果 nk, 则 
AC ye = 2. 

因此 ,1 不 是 相对 紧 的 ,内 而 更 平衡 凸 包 木 是 相对 紧 的 ， 

s. 局 部 有 界 而 不 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 . 

第 一 例 RXS ab] OZPL DEE MAAR ATE 
的 满足 条 件 

| lace irae <I + exo 
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HJ- CE) ET M BA eC) RE SS Ha] FL Pb ah He G 
函数 视 为 同一 元 素 . S 
Tact 一 [lew (dle, 
fe X LB ER! oc EAS Sh UX AA 
站 空间 ,但 它 不 是 局 部 点 的 . 
第 二 例 ” 考 典 例 2 中 的 空间 (0 之 p 之 0), 对 Xx 二 售 :EE, 令 


Net 
bape SUIT, 


n=] 


则 C0 之 之 1) 上 上 由 淮 范 数 1x! 导 出 的 拓扑 为 一 局 部 有 界 的 线性 本 
赴 , 但 它 不 是 局 部 凸 的 ， 

第 三 例 MOK plu RRR EM = 的 函数 了 (z} 所 成 
的 线性 空间 ,它们 在 单位 痪 的 内 部 解析 笠 满 足 


Fid 
spf f (Firef) |*d@lo <r l p< os, 


4 
tft =sup(A,Gsf)|O<r<1}, 

这 里 A,r = in I, if Cre!) dé, RU CH?) AO A AR it 
AN Fen BS BY 2 AE AB Fb 38 fe. 

6. VSB Es aE GBB AE REH PD SL. 

设 r A ARAB REX, CIM BAS BLE LE 
II x. FE RES EE PEE RP. 是 [1 x. 
BI X, 上 的 射影 . 

引 理 1 SERRARA [|X 中 的 吸收 集 , 则 除了 有 限 多 
个 外 ,都 有 À 


P, (S) = X, 
iE BA BUAR MAET PRERASTA a Cd 3 dh 
Prey tS) sé 有 R = L.2 ate, 
TE AP tS) A Xrm s wa lže, HY 


wt, E Xeo HP an OS) 5 

并 定义 a 二 4) 如下， 

当 7G0} 时 , 邻 a= 0; 

rE ir (nd BT. a, T Ea 
DU Pes Ce) He Ha & Pres CaS). AHE a asn 1.2.7, RLS AS 
Be We. AP. | Bi AB 

设 和 N 是 自然 数 集 ,RR 是 一 维 欧 氏 空间 ,在 线 件 空间 RY 上 取 乘 
积 拓 扑 , 则 RN 为 一 线性 拓扑 空间 . aE RY 不 是 局 部 有 界 的 . 假如 
FAR HAR Mo WARGO. ARC AS. HS] 1 
知 存在 站 .使 PCG) 等 于 其 个 因子 空间 R TE POOR Pa 
ARP RARE. AO, 基线 性 连续 映射 ,从 而 也 是 有 界 映 
Stik PG) ETI AR. FB. 因此 R* 不 是 局 部 有 界 的 . 

E 一 维 欧 氏 室 间 民 是 局 部 凸 的 ,而 局 部 凸 空间 之 和 是 六 部 凸 
FLAL RY 是 局 部 凸 的 ， 


7.2, + OF RBM Sx, 一 0 的 线性 拓扑 空间 ， 
kod 


容易 证 明 , 如 果 X EARR wor CX E oreo il i DES 


+ l 
一 2 MEE PSP IR A Ae as TD i a a a HE ae 例 
QU EAEE BB YS LAY A OL p< 1) FFL oO, fH Op +tap 


<1. 
y= COL OG.) fms), 
afi 
则 xy EL EL ey eos BY der, 0) = 1 /n 0. BIT RANA 
iss i. 1 1 i 
y3 La, nono pe er Geers 
因此 ， 
1 Nir 1 一 工 1 1 
df > pan a = + za | Ł aos 
TE a a “a T p ree 
aroa" 
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s 存在 某 个 线性 空间 上 的 两 个 不 同 拓扑 ,它们 具有 相同 的 有 
界 集 . 

OX, | RBA sl. FX bP h oX., 
xX). 容易 证 明 ,XX 的 子 集 4 在 (X, | OPTRA SAR SEES, 
(XX) AR. 但 对 于 无 穷 维 赋 范 线 性 空间 CX，, Il] ?而 言 , 范 
数 拓扑 严格 强 于 弱 拓 扑 oo XX), 

注 ”其实 还 可 进一步 证 明 , 若 蕊 为 一 局 部 凸 空间 , 则 于 的 子 
KR 4 为 有 界 的 充 要 条 件 是 AA OX XH. 

这 个 例 闻 说 明 不 同 的 线性 拓扑 可 以 有 相 呵 的 有 界 集 . 

9. 存在 某 个 线性 空间 上 前 两 个 不 同 拓 提 ,它们 具有 相同 的 连 
SF ee HE eR. 

En EAA EOS eB E PR] Yo CX <r H XX") 
r, 

WEAD A,n ERA HH ERATE BR. 事 
实 k r> XX ROX ol X KO COX o. RZ. OX, 
XOR X EWE XP A 7c HE EE SY Be I BB CX y 
COX oX, XOV. 于是,(X D HX XX DY. 

10. 存在 某 个 线性 空间 上 的 两 个 不 同 拓扑 ,它们 具有 相间 的 闭 
子 空间 . 

i CX. lle |] ) 是 一 个 无 穷 准 赋 范 线性 空间 , 则 范 数 拓扑 严格 强 
FSR TS 6 XN). 

26 uk. et X 的 任 一 线性 子 空间 AL. MOAN, ie OP FSS By 
SAME EX aX X DHA TSE A. BREA MEN, 
《 光 ,XX')) 的 闭 子 空间 , 则 它 显 然 是 ( 芝 , le | ) 的 闭 子 空间 . 反之 , 设 
M RX, ORATE oo GM ar, =8 0. th Hehn- 
Banach 定 至 ,存在 fC Xx". ft f(a.) 0, fC) =0 4 ce M At. RR 
& = |F Cr) / 2 JHE xo ASS SBR 

V = {rE Xf Cr) 一 了 (zf < eg}, 
EAVOIM=2.i r SEMI BREA AIM MASTE 
REAT A. 因此 ,MM ECX aX X DRAT E M. 


注 OSCR HE A AX ERS al xX KOT 
SEM 为 财 的 充 要 条 件 是 M A oX, XOA. 

MER. PAR SS XX CAA PS A BX, 
aX’ XO AY. igo, we X¥=7[0,1].0 x= RCo]. BRC 
Lo. | L LOI RIM AS a. OT CLO. 1 PECK" a (XX) 
Pee EAE EL C01], B yam 定理, 存在 一 列 | 
COLE A WERA Tf. FRESHER re 10.1). 4 


1 | 
Cry 一 I. Fr dr 一 上 LDA = flr), 


BAS E OX XA F KI ATT CLO.1 PARR o OX’ 和) 闭 的 . 
Mae RR .就 有 Cr0,1 DOL [60,1], 此 为 不 可 能 . 

11. 有 界 集 必 为 全 有 界 集 的 无 穷 维 线性 拓扑 空间 . 

妇 所 周知 ,任何 无 穷 维 赋 东 线性 空间 中 ,必定 存在 有 办 而 不 全 
有 界 的 集合 . 应 当 注 意 ,对 于 线性 拓扑 空间 向 言 ,这 一 陈述 并 不 成 
立 , 也 就 是 说 ,存在 无 穷 维 线性 折 扑 空间 ,其 中 的 有 界 集 必 定 是 全 
有 界 的 .我 们 称 这 种 空间 因 BTB 空间 . 

ES HERREZEN OR Æ BTR W. A BTE 空间 的 积 空间 估 

是 BTB 空间 (参看 [178] ,定理 6-4-13). 0 ER H] R* 是 BTR 空 

ia. 

XALX WTC SF ER PES EX RR Beth 
o(X X N far fd SS te] CX a XX") te t— A BTR 空间 . 

12. FET MERES E X OSH SMR BOX NOISE 
界 而 不 范 数 拓 扑 全 有 界 . 

WX A FCS HER ER PES H, S 

= 47| lek 1}. 

WB OX XR AM. ACK oX, X DA- BTE Sa] OB t 
EX XO BA AA. LB IPRA Rh eR. 

13. 存在 某 个 无 穷 维 线性 拓扑 空间 .其 中 的 有 界 闭 集 都 是 4 
的 . 

如 所 周知 ,有 限 维 线性 反扑 空间 中 有 界 闭 集 必 基 紧 的 , 对 于 赋 


* 158+ 


范 线性 空间 而 言 , 若 有 界 闭 集 必 是 紧 集 , 则 此 空间 必 为 有 限 维 的 . 
应 当 注 意 , 对 于 线性 拓扑 空间 而 言 ;这 一 命题 并 不 成 立 . PN i 
为 一 无 穷 维 Banach 空间 ; 则 CX' ,olX', 久 )) 中 任何 有 和 界 闭 集 都 是 
紧 的 ,但 iX' 6X XRAY. 

14. 存在 某 个 线性 折 扑 空间 ,其 中 存在 紧 而 不 序列 紧 葬 子 集 . 

S X=f. AX BA ARRAY Se a AR ES h. Æ X E 
取 上 确 界 范 数 , 则 据 Banach-Alacglu a BB. CX’, ed oP By Re 
球 


U = UX) = {E X | || fi] <1} 
是 otX%' ,XX) 紧 的 . 

UEU DE A DOEI RH PEKE Siini onj E 
X. fled =E, M AEU. HEA RA oO XCF A. 四 
HRH F ESFI ee CL UF: 

x= (L efans 
F E, — 1,6, 一 2, 二 1. 人 6 S2 n ERR ES 0 R o) 
FA BRE A PAB A OX" UAC RU. 

15, — tE a _b BY PH At E PAD SH T 
序列 是 相同 的 ,但 紧 集 并 不 相同 . 

令 广 二 六 ,并 在 苹 上 取 上 确 界 范 数 , 则 CX' A XD) 与 (于 、 
aX". XD Fe Sl AY We ee A DB. 又 ,局 部 止 空间 5X'， 
KX XD PARRE I R Ra RR. 然而 ,CX 上 :由 ) 中 的 
单位 闭 球 


P= {feEX | fll ay 
EX ,及 ) 紧 的 ,但 它 不 是 X XOOPS) KH (SB oH 15). 因此 
U E oK ,XX) 紧 的 ,而 不 是 cf XO REY. 

16. Mackey 相对 紧 而 非 Mackey 相对 序列 紧 的 子 集 - 

i X 为 一 Banach 空间 , 据 Eberlein Smulian 定理 , 子 集 AW 
AX XOR 4AM AW OX XOF RH. 对 于 XX' 中 的 子 集 
AB A aK XA AT PP EY U A Ro CX" XY BE 
AY. (Ah ce et OB a oe CBP 15), F EE ee a Fi Boe a 
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上 的 Mackey 拓扑 mX XOTH ES > HTT ER A Fa E Z BA 

ŽA Howard ijk H, E A OX Bm CX XA PR a’ 

DRS BE am CX", XD FY AY. 但 道 命 题 并 个 成 立 , 为 构造 所 需 的 反 
例 , 我 们 要 引用 Grothendieck! #159 — > ae M. 

定理 IX A— Banach ZAA BX HF HM PTI 
此 等 价 : 

a. Al SE mC XX ART AY. 

b. Xf X PET oX, XORT o 的 序列 1 ,都 有 

lim sup le’ Cr.) | =O. 

其 次 38 BEB 2° 0, 2a JP AY PEER SAS RE CX XA FF 
ARE. HSC tA Se E MAF : 

对 任意 EL0， on]. & afr) —sinarsn=1.2,0°. Ra 
o(X! X Cauchy FF (20) ABA A Se — © 70, 20], limsinng 将 存 
TE. 然而 ,这 是 不 可 能 的 ， 

AEREI A! CX i X" XY EA Aa EE 
mX XO FEEL AP YR BY. AIK ER 2° (0, n] A ARS”, 
He Bt E PE, SR Eo CX" XD HRY APE 9. 因 Mackey 拓扑 
mX XOR PH Th OX i 5S" 也 不 是 zx(X' 和) 相对 序列 紧 
的 , KATES H L0, 2r] P AEA K gS ae Oe Ey SE We a SEP 
战 由 Grothendieck a, SE mX XFS BE a. 

17. A Fe m ANE SE a RE aR A. 

A ue XY 是 线性 拓扑 空间 ,车 XY 是 连续 映射 ， 
SU GAA ROR. NY TE eh a BS OR. EY, 
Hell > Aa AGS EDO VE HES fia), HERG BR CX OX X 
X. DETARE H 0). 然 而 ,由 于 范 数 拓扑 严格 强 于 弱 拓 
扑 s( 久 ,X'), 因 而 人 并 不 连续 . 

18. 连续 而 不 强 有 有 界 的 线性 映射 . 

BEX qd) 是 线性 度量 空间 ,EX". 若 存在 正 数 M ,使 对 一 切 
EX ARA 
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| fel < MdCr.e), 
则 称 了 是 强 有 界 的 . 
容易 证 明 , 烛 有 界 的 线性 泛 函 必定 是 连续 的 . 但 道 命题 并 不 成 
站 ,例如 ,在 线性 空间 R EREA 


p= | 7 
dK) = |. poy Tee RR, 


则 5RdI 为 一 线性 度量 空间 . 令 fC Ha US BOR OES 
P= A.B | fed | lel STRATE SPERM, 
使 对 一 切 re R. A 


|r), s Mdtr.o), 


BN 
je s Mlr|/ | 


BS AE ARP Rr, a MIER 
fC) | = |x, | “> me 


te 
I+ |x| 

注 OA FER TES TS. A RPE I JE EER FET 
利 存 界 线性 映射 ,这 一 个 概念 是 BAK. 

19. 无 处 连续 的 自 反 开 映射 . 

Bib thai] 天 到 拓扑 空间 了 RY PR a BB PR St GS 
对 每 FRE CCX, 广 AD] 也 是 开 集 ， 

Dada 和 Smitht 指出 ,存在 无 处 过 续 的 自 反 下 映射 .为 构造 
所 在 的 例子 ,我 们 先 证 明 下 而 的 定理 . 

定理 1 设 半 是 度 其 空间 ;YY Ash. RX BY FAY 
ATT Fl] Br a GRR E er. 

a. f ARH. 

b. rr fp flr) Cllimin( f ofr). 

e H rte SO fr) ]climsup AUE) |. 

证 明 acb. UE X PRA RES P'S Co ae. mM 
JL) \ 3 RAR oe SHO oz. FR RAT Roe SPT 

UNAS rd] ø. 
bc. 1X wR. 


一 ne Cr, 0). 


-ll~ 


c =a. RM ia XS GO PA. Eda rE 
LAG. Bh f ULAR PULA Je. RB U H 
es HY GLO ANSEF AY i ca 成立 .证 毕 . 

定理 2 WX SY SARE Sl. XY AW PRT. BY 

fie tw = flat fy), 
WI Foe Ay Eg Be FP BRT. 
HEAR 设 xw 一 zzE U]. BU OE 2 SE Sa M U e 
E o RA — PAM. Alc, rok n FEA AR RA 
z—-xeEU~sz, 
FA et (a, EU Cn 充分 大 ) FR Mn RAKES Pet 
Cr 一 jj 二 六 fx) 与 相交 ,从 而 
FFT E lminf Fee 
WEA 1LF A RIP. ELE. 

现在 构造 所 需 的 例子 . i X WBA Ro eth. BX 

的 一 个 Hamel 基 . X) rE WE RA XX WF 
fla 1/2, 
FD =l, rE H Aree, ft, 

PrE MEES RTEA notor fË 


z= Sna: tx E H), 
r l 


fi 


此 时 令 fie) = Sirf). BR. ROMA. 据 定 理 OS 是 自 


及 开 上 映射. 世 /在 zx, 处 不 连续 ,从 而 了 在 X 上 无 处 连续 . 

20. 非 线 性 的 等 距 喘 射 . 

Charzynski 证 明了 : 设 气 为 一 有 限 维 线性 拓扑 空间 , 它 的 拓 
扑 由 距离 确定 ;又 设 了 是 XX 到 天 上 的 等 距 满 射 ,使 了 Co)==0. 匣 
di X 上 平移 不 变 的 距离 , 即 对 任意 p:gEX, 有 

d(psq) = d(p—aq.a), 
则 了 必 为 线性 映射 . 
于 是 便 有 下 述 问 题 ; 若 不 假定 d EPMA HS MER 
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保证 了 是 线性 的 ? 

Passel! 指出 ,这 个 问题 的 答案 是 否定 的 :他 的 例子 如 下 : 
RR 是 实 直线 ,六 在 及 上 取 距 离 4 为 : 

F BO, 令 dlabh iha]. 

E aslo. ALO. S dlabh =2lal H {él. 

4 D0, D dla,b) 2 |b—al, 

ATA RA RRA: H ee (— 0.01. ERR Ta) — 2 jal Fae 
CO,-+-0c), MR Pad = —a/2, 显然 ,了 是 -一 个 非 线 性 映射 ,不 难 证 
明代 还 是 等 距 的 . 

21. 不 存在 非 零 连 续 线 性 泛 函 的 线性 拓扑 空间 . 

我 们 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 WX RARE Se) RX LIE ERR 
PAS IRATE X PEA o BE — Pi SBR Ci GAX, H XG 
+E HerL RII). 

证 明 $ GSir[rEX IIO LL. ARG Bo A-A 
th SBIR. UE GAN. BEL AR GHX. MEE EX BA 
PCy <1 EX AEL Cry) | 一 >0, 并 取 自 然 数 4 后 ne 
E nxn X Af Grr, | 之 1, 但 另 一 方面 ,| fr) 二 ne 让 1， 此 为 
FE. 因此 ,不 存在 2 EX, | f(an) |= 0. Mi f 0.3845 f BX 
EASES ESE HE BRATS. GX. 

ER MER BRR n AG 是 占 集 , 故 

十 如 十 下 十 如 = a (nif). 
由 于 GAX =X ,因而 GAX. EME 


现 设 X AE TED. 1) EAS OO et Hh 
r @ELO IIE RATA BREA ER A. EX 上 -定义 通常 的 线性 
运算 ,并 对 rr,yEX, 邻 


1 |z0) — yt | 
diy) > | T+ j2) ya 


这 里 的 积分 是 (RR) 积分 , 则 外 为 -- 线 性 度量 空间 . AEX 1 不 存 
在 非 零 连续 线性 证 函 . 事 实 上 ,假如 X 上 存在 非 零 连 续 线 性 泛 函 ， 
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SU) Se THT a AE FR TE X PEE o SAAS G, fii GAX, A 
XAGHGC+++GCCE BA RD. 
+E ETE or 0 EH Bln e ag Bees EW a Wear A 
卡 径 的 半球. BO RAR n> llr 以 此 rEEX, 并 把 [9,1] 分 成 4 个 等 
KADEH ontd ELOI] ERAF n TAR: 

Ja 2€ 8, 


w= É 
” Jo, FE COL ak = 12 yen, 
iy hl rae X. A 
ro) te lrei ee [ gp 2 4b 
dro) IF O] dt a = | 出 = ><, 


MW nE Blo ICG. HF ra) Salt) ,因而 


reEGt+e en 7 (n W), 
AleX BERI XKG+Gte+G @ SA TRE 
aR PG. AX ERPS ERR R. 
注 SLL (ele 是 [0,1j 上 的 (7) 可 测 着 数 , 量 


rl 
| ze 二 十 co } 0< p<. 


:一 上 zcolvde 
WIR PE fo th Sle] L*[0,1] 上 也 不 存在 非 零 连续 线性 泛 函 (参看 
L20 jp. 30). 
22. 一 个 非 局 部 王室 间 , 在 它 上 面 存在 非 零 和 连续 线性 泛 落 . 
可 以 证 明 ,; 若 羡 是 局 部 是 空间 , 则 XX 十 必 定 丰 在 非 堆 连续 线 
HEZA 应 当 注 意 , 这 个 命题 之 逆 并 不 成 立 . 例如 , 令 
P= [6E ER, Yie 二 二 ce， 


Hen = Dle, Oc pd, 


TN ZR HE Hey gh Ss A (0 之 p< 之 1) 不 是 AEDA CS A fe] 2). 然而, 坐 
Piz A fA Eby =e, 是 非 堆 连续 线性 江西 . 
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23. 一 个 线性 拓扑 空间 中 的 两 个 闭 子 空间 ,其 和 不 闭 . 
设 X-—-Cl-1, Ree ML LL Ea eae A 
AY AE HE SS [BR ay XS 
(rey) = f rydt, 
-1 


M = lr E X) 4 rel oM eG) =O}, 

M,= (2 E XB! Sof x(t) = 0}, 
则 AZ, M: YO X RATE ADS i L 

M, Q M, = 0i, M, 1 Ma 
WEM tM = irt yl EM yvyE M AR. 为 此 , 令 ra= 

LAS 
0, zf 0, 
TA Sint, i， 
1, Mn E l, 


l, 一 1 所 1 一 lin， 
WJ 
Da > Ô, 


则 rty EM tM H 
1 站 
| ze — 2.09 = ade = | 1 H eaae 
,， am 


L 
4 fEl mae e 26 L gen oo, 
a 3 H 


Z4. 代数 相 社 而 不 拓扑 相 补 的 闭 子 空间 . 

容易 证 明 , 完 备 且 可 上 度量 化 的 线性 拓 六 空间 中 代数 相 补 的 闭 
子 空间 必定 是 拓扑 相 补 的 (参看 [178],p. 62). 然而 ,一 般 线 性 后 扑 
室 问 中 代数 相 补 的 闭 子 空 向 未 必 是 拓扑 相 补 的 . CY EX BK 


样 的 实数 序列 ={5} 所 组 成 的 线性 空间 ,使 S = > We Be. 令 
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all = |S. | “sup [Sls 
则 X 为 -~ Banach 空间 . 再 设 
A=ix€ XG i AAR E= 0), 
B= (rex Ai AERA Ga). 
HS V=AL BMY BX ARR ARES AL BW YY 
闭 子 空间 , AN B={o}. BAL BEY OTR ES 
fa]. fA. T 


i 1 1 1 (— IY ' 
- = , a7 +. atts yO Y, 
m= |p ag: nO js 
wr, mere | 1,1/2, — aE Y, 


E Px, HAW QC, FAST RY POPES AN A 5 BOER HSA 
žb- o 
25. 一 个 线性 拓扑 空间 ,其 中 每 个 有 限 维 子 空间 都 没有 相 补 子 
空间 . 
MW 关 二 L50114(0 之 p 之 1) 是 例 5 中 定居 的 线性 拓扑 空间 ,要 
是 XX 的 有 限 维 子 空间 ,HH 是 ES, EH PR 
相 补 于 空间 27, ,使 得 


H=H,@H, 
《参看 /178 小 定理 6-3-4), 人 很 如 如是 五 的 相 补 子 空间 , 则 7, 0G 
将 与 A, 相 补 ,从 而 它 是 天 的 -- 个 起 平面. th FOG 将 对 应 一 
个 韭 零 连续 线性 江 函 站 使 得 
H, QC = ix|f(x) = 0}. 

BREH 22 之 注 , 式 上 不 存在 非 零 连续 线性 泛 画 ,此 为 竹 盾 . 

26. 存在 某 个 晶 强 的 线性 皇 扑 , 它 不 是 局 部 凸 的 ， 

容易 证 明 ,每 个 线性 空间 上 都 存在 最 独 的 线性 拓扑 ,也 存在 最 
om AS ey BR NER Sh. 但 是 ,最 强 的 线性 拓扑 不 必 是 局 部 凸 的 . 例如 , 设 
X 为 -不 可 数 维 的 线性 空间 ,并 设 {eolaE ANA X 的 -一 个 Hamel 
Ak, 


feje = Sac YI 


= LGA + 


EX ERRORS F o RM PRECHE EA A o AN 
YE fr Oh Be. ae Rom ER PE Th AS de J BH AY. 

27. 存在 两 个 线性 拓扑 .其 交 不 是 线性 拓扑 . 

给 定 线 性 空间 FLA Hausdorll 拓扑 (不必 为 线性 折 扑 )， 
H WF sie) X BM PH 空间 ,是 指 X Æ Frèchet 2 fj H a iir 
AR LA. 8X EKITI Aol Bod th eR OP SE AY 
th. 

Fe dy UE AW OM or DCX CY Fréchet 空间 , 且 X 上 存在 
Hausdorff fh r. ffi rrn strn We A nan BEA eC 
mo Mr. (Xoro FH 空间. BB. OX te PH OS fi). HX 
上 的 天 开拓 扑 是 唯一 的 (参看 [178] Eve 5-5-8), JAM r =r 

SRX 上 两 个 不 相等 的 Fréchet Hth rn Sod cree. 
则 Erorr. FH r BE PEGS, IM ch Hausdorff 拓扑 ,于 是 得 
a r =r. APIS. Alter 不 是 线性 拓扑 ， 


GANS ”局 部 凸 空间 


5| 
设 X ALLE HAD Ss i Ze dE X P o RANBIR dr E A 
Pi. EEA VERTET a 4 Gy Ga > inf ,有 
Ea 一 Ea EFV, 


Tall, 


MRK c At Cauchy 网 . 

ig X 是 线性 拓扑 空间 ， 

(i) 称 X APSE). aOR X UP AR Cauchy Aik OX 中 的 
-一 个 点 . 

GD KX HAA BRE BA. WRX PAP AH Cauchy 
PRS PX 中 的 一 个 点 . 

GD FRX Ay PR SU Se eR aR X 中 每 个 Cauchy PaA T 
X 中 的 - -个 点 . ' 

局 部 凸 空间 X AMS ERK BREN IPM X 到 任 
EEA GZA Y Ee Se LAP RS OHA CX BY 的 线 
性 映射 称 做 几乎 开 的 .是 指 对 芒 中 6 点 的 每 个 分 域 人 V, 了 OV) 包含 
十 了 中 co 点 的 某 个 邻 域内 ). 

Fe ATT BE td Hb aD AE ath a A BR ARK Fréchet 空间 . 

设 XX 为 线性 空间 , 忆 BX A FB. 点 or, RAC a An 
REC; GEA RE (elem ty — ese Cot ve XE 
BATEC P.C AMARA ext (CD. 

A Saab Abs] X 的 子 集 , 称 

A? = {x € XM (Rea ed SLY rE X} 
H ARR. A 的 双 极 ARE 
"= ir € X|Re(r.a'>) LL. a’ € A. 
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we X.Y 是 线性 拓扑 空间 ,3 AEM OX BY Ae ee E T 
组 成 之 集 , 如 果 对 Y Po SSP RV AEX Ho KH — TH 
RU MW SES BA /CDCY, 则 称 S ES RRM. 

设 扎 为 一 线性 拓扑 空间 .BC 区 称 做 桶 ,如 果 Be A a CT 
FARRAR. 

局 部 凸 空间 X BRS) Et X 中 每 个 桶 都 是 6 点 的 邻 
域 . 

CX OR BBS, TE 5CX' 称 做 几乎 弱 * 前 的 , 记 作 
aw" TARY. wet X Ao AOE RRL SUS KH. 

w 闭 集 必 是 er BAY. 

ik SOX E aw' AY. 4AM SMS EC’, 


SPA w' WA. 
MEOE fa] X PR ARSE UR X OP ew” A EA 
是 ww' 财 的 . 


可 以 证 明 ,为 使 局 部 凸 空间 飞 是 全 完备 的 , 当 出 似 当 闷 中 每 
个 zw' 团 的 线性 子 空间 都 是 w“ 闭 的 . 

局 部 屿 空间 X PRB Br 完备 的 ,如 果 XO KE fh aw" A w 
HE RETE EE w AR. 

RIX ee de — a BMX 是 线性 室 间 ,对 每 一 eE7 广 
是 X. A A 的 线性 上 映射 ,使 X=Y) X 上 使 每 个 关连 续 的 
Bee ADR ARS Sh oc RX KR A, 的 归纳 极限 . 

如 果 了 二 入 ,每 个 f, EH SRN. A X ba Eth 
ih X, 上 与 原 拓扑 相同 的 拓扑, 则 称 ( 芝 ,中 为 {X,) 的 严格 归纳 极 
限 . 

iI Banach 空间 5 局 部 凸 Frachet 空间 ) 序 列 的 (严格 ) 归 纳 
极限 称 为 (严格 (LB) 定 间 CCLF}) 空 间 }). 

有 关 局 部 凹 空间 的 进一步 材料 ,可 敌 看 [178]. 


1 一 个 局 部 凸 的 Fréchet 空间 , 它 不 是 Banach 空间 . 
H 只 ,为 带 有 通常 拓扑 的 实 直 线 的 副 木 , 令 
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X= ][R. 
HEX ERR WX HL AS Frecher 3 (ij. {E XA 
& Banach 空间 ,因为 Banach 23 fa) Ae BU Banach 23 fl 4 Ate 
当 乘 积 中 的 关子 是 有 限 老 个 . 

2. 不 可 度量 化 的 完备 的 局 部 凸 空间 . , 

第 一 例 BI EAER RIRE. RRA HRE ath. 
ARERSH A aR h E E RER E A R b EARD 
E.B EA n E e. AY ae e a Ao dosh E E 
量化 的 充 要 条 件 是 乘积 中 只 有 有 限 个 或 可 数 个 因子 . 

第 二 例 考虑 一 切 只 有 有 限 个 非 零 坐标 的 数列 所 组 成 的 线性 
空间 9 一 RW FE p 上 取 最 强 的 局 部 凸 析 扑 , 则 p 是 一 个 完备 的 
Fa ab th & [a] (45 #178 |p. 216). 

兹 证 上 不 存在 完备 的 平移 水 变 的 距离 . 反 设 在 ww 下 存在 完 
笃 的 平移 不 变 的 距离 d. Mig dd A- FEréchet 空间 ,从 而 它 是 一 个 
第 二 网 的 集 . 

归 :- 方 面 , {es} 是 8 的 一 个 Hamel SE. HOR ce, = (0,1,0, L> 
Gere). Sie. e t ERETTE M A E B 

E, = span{ej, t sep + 
则 五 , E D-EK F A A 
p= UE.. 
现 证 每 个 E EO. OAR E CANA BAY MO =E=. RE 
在 某 个 m EAD, FERE on CE, R r MRE BRIE A 
Biror) 使 Bron CE, CE... FER rp BREE 0,18 
axr + x, © Brrr) T E+ 
而 E EEEE rE E AT Oe, 这 与 EB o MATS 
B RETE. 这 样 便 证 明了 各 个 E, ED ARE a AE G, 
MT DAR- EAF Ap 上 不 存在 完备 的 平 
移 不 变 的 距离 . 
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3. FR se MA A Sc A Jaa OS i. 

第 一 例 设 乓 为 数 域 并 服 通 常 拓扑 ,qd 全 党 代表 4d 个 人 
的 副本 所 成 的 乘积 空间 . PRE 下 是 wj 的 这 样 的 线性 子 空间 ,其 中 
的 元 素 是 z 一 ! 扣 ;的 全 体 , 这 里 至 多 有 可 数 个 坐标 避 不 为 0. 奶 然 ， 
H E wm 中 是 稠密 的 ;其实 ,ws 中 的 每 一 点 是 UA PR 
的 聚 点 . RE H 不 是 有 界 完备 的 .但 是 ,HH 是 序列 完备 的 . 


第 二 例 HX Hl = [rs E MIELL eh HEX E 
ae] 


取 范 数 ach = STIG. HEX ERS H h KX MX. 


oX, XD ERA SEIS. (AX oO KX DIF AR RRB 
[178 Jp. 139). 

41. 有 界 完备 而 不 完备 的 局 部 是 空间 . 

设 X NER E Banach 空间 , 则 (X' eo X XD RK RR H 
AY. 事实 上 , 任 取 (CX' a XX RE B, M 

Be E #7 PX, NX')]. 
其 中 2 C8 CX. XE CK SOX. XO) 4 o BBR. AE. E 
Alaoglu- Bourbaki 定理 (参看 [ 20],p. 30 8° 3 6 (X',X) BA. A 
BE BRAT. Bi o(X' XE, CX oA XX 
有 界 完备 的 . 另 一 方面 , 因 X CARA AX cot OX XDA 
完备 . 

5. 完备 而 不 Er 完备 的 局 部 凸 空间 ， 

我 们 首先 指出 .对 尾 一 线性 空间 XL ATE XY LRT RRM 
BA Heth CX E SRA. BAR BARBOSA 
(下 的 一 个 Hamel 基 , 则 对 每 … rE Xr. AHE -RRE 
限 和 的 形式 : 


a= th. EK, h €H, 
因此 ;,( 基 :0 线性 同 且 于 直接 和 空间 K, hF K 是 完备 的 ,而 完 
备 空间 的 直接 和 仍 是 完备 的 ,因而 KK 和 ?是 完备 的 . 又 ,容易 证 明 两 
个 线性 同 耳 的 线性 拓扑 空间 或 者 都 是 完备 的 ,或 者 都 是 不 完备 的 . 


“171+ 


A. CX A SE AD. 

& ROX. de — A eB CY EA AE Fréchet 空间 ,再 在 三 上 
a A a Gh oc. WX) ESE AD dB fa. CX, 
d) SSE TE]. th e RF OX BY Fréchet Hoth d. A. RX, 
OE Br 完备 的 ,那么 必 有 c=d(BAC178]. HEY 12-5-10). FE, 
CX. 0) BY BE Bt fh. 然而 ,我 们 知道 对 任 一 无 穷 维 线性 空间 ,在 其 上 
取 最 强 的 局 部 凸 拓 扑 后 必定 不 可 度量 化 . 因此 , oR E Bara 
AY. 

注 SAP TAR ASHE Br 完备 的 ,但 不 是 8 完备 
的 ,这 是 疝 未 解决 的 一 个 问题 . 

6. 全 完备 而 不 超 完备 的 线性 拓扑 空间 . 

设 半 为 一 线性 空间 ,X* 为 芝 的 代数 对 偶 , 并 在 X" 上 取 拓 扑 
o(X* ,XY. 

PEER PEA Th SX oo XM YX) 是 全 完备 的 , 即 要 证 明 
(X* of XO) RE aw 闭 的 钱 人 性 子 空间 都 是 w* 闭 的 . 事实 
FA aC XX" X ERR RUE Hh RC ae XX 
eS 73 fa] A. MA maXX Fo XXX LM 
BWF BOK se XX") EER HS ta Eo XX. 
HFX" aX", XD =X, Atti 

(X, o (X, X”) = CX") al XY X47), 
FEX”, XXY fe PES aE we” PAA, BIC oe OX", 
区)) 是 全 完备 的 . 

Sm X=(0.1], 3618 m SEX EA Lebesgue 测度 SCX, m)4E 

天 上 一 切 己 ) 可 测 的 实 值 函 数 所 组 成 的 线性 空间 . 对 每 -- 自然数 


n> 


Ua 一 gag | 工人 | > il< bh 


NAO ie SOX m EETA r KP RARE. 因此 ， 
(SCX mm) 0) A — Be EG FR HB. UE. SCX om) 0) EAR EKER 
FERRA ES Xm) ERE ES BEAMS 
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ME YS oi (4 B89 ],p. 55). 

ALAR P=SCXam). W EUR. OP" ,olF POOR Sse eK. > 
A= {a|220}. WABCO oO’ FED ORR aw AO. 由 于 
CF oo EREEREER AER MARAE R.A ARE w A. F 
是 ,CE E*V REB BY. 

7. 不 可 度量 化 的 超 完备 的 局 部 凸 空间 ， 

HF OE FE EA BAY Fréchet 空间 , 令 和 一 本 ,并 在 
X ERE Mackey 拓扑 天 (人 UU ST GE ar BB Eh 2 ft) CX we (XX) 
是 超 完备 的 . 事实 上 , 任 取 XE S EE aw 闭 的 .我 们 将 
要 证 明 ,5 是 z 闭 的 .于 是 , 因 S EOR. iS Bw HSol) 
A =o( FF). M MATX, mA XDE. 为 证 性 
E r WR RITHE (r OS H mnr A ES iae Uir M EE 
CF. OPP ATR. AEE 是 rt 等 度 连 续 的 .于 是 ,SME 是 EE 
中 的 z 闭 集 , 因 而 oF. FOR, PRU SNE E ETE r AA, 故 
res. 

(A de AB ss MIX, (XX SFT E RAE. 

8. 不 完备 的 6 空间 . 

H XERRO 的 子 集 ARH ew" 半 的 ,如 果 对 六 中 
的 每 个 桶 B,B* 门 A 是 X' 中 的 ww' 紧 集 ,车 将 “ 桶 BB” 改 成 了 中 o 点 
的 邻 域 8, 则 A 就 是 aw" A. BR ow AOE ow A. 24 X 
是 桶 空间 时 ,二 者 一 致 . 

ERGE, BR A G (Gr) 4s A), aX PE gw R 
Cw" BASE AY gw" RDRTF E a) we” PY. 

E gw’ "PA awt”, 上述 空间 就 成 了 熟知 的 B 完备 与 Br 
完备 空间 .显然 ,BCB7) 完 备 空间 是 GG) I A GG) 
间 是 BCBr} 完 备 的 . 

G 空间 的 概念 是 由 关 被 "1 引进 的 .一 般 说 来 ， C0 空间 未 必 完 
E PXE AX nE GGS A.W AX EES r 相 容 的 拓扑 
TEE G(Gr) 4 fal. Sit X B— $3033 E HA9 Banach 空间 ,由 
XESH PEG 空间, 但 它 并 不 完备 . 


9. 两 个 相 容 的 拓扑 ,其 中 一 个 完备 而 另 一 个 不 完备 . 

例 8 MAES MA AMBER. 又 如 ,我 们 用 RR 
-- Oe ae T o 的 数列 所 组 成 的 线性 空 间 , 则 co 鞋 的 范 数 拓扑 
fi x || «e =sup | €n | ty 3Ha Fh gico DE BEF FH. 然而 Co， lell -是 
EER. odl I) EBA EA EAH. 

10. 存在 基 个 不 可 分 的 局 部 凸 空间 , 它 的 每 个 有 界 子 集 都 是 可 
分 的 . 

在 线性 空间 六 上 取 最 强 的 局 部 凸 拓扑 式 则 UY” ,7) 为 一 不 可 
PERGE. 又 ,tt*,r) 中 每 个 有 界 子 集 都 是 有 限 维 的 ;从 而 
它 是 可 分 的 - 

注 在 连续 统 的 很 设 下 ,可 以 构造 具有 上 述 性 质 的 Fréchet 
as fal. 这 种 例子 首先 由 六 memiyauc PE IB, Dieudonné 和 
K6murat 也 构造 了 这 方面 的 例子 . 

11. 存在 某 个 完备 空间 的 稠密 的 真子 空间 , 它 是 序列 完备 的 . 

可 以 证 明 . 若 总 为 -线性 空间 , 则 (ro ) 一 定 是 完备 的 ( 参 
看 1178],p, 105). 

AX AAAS DX Le ) 一 - 定 是 序列 完备 的 . 事实 上 , 因 
AY Few oh) AB EA XE CX oe” PR PT, 
AF XH A RS w i SE A, A AC 
X Ew WER FIBA CA IRE RRR TE EE ce 
Xvi tno) EEA R. A OX RZE OES EE. 因此 ， 
车 对 任意 VERWCX) AV ERR. S 

U =A NVa = 1,250}, 
则 EX), 其 中 eX) aR EIA fal 六 中 0 点 的 基本 邻 域 
系 . Bik, f 'WVDU a f ELE. ED SEX. A CX! w" A RE] 
完备 的 . 

SRR X 为 一 不 完备 的 第 二 纲 赋 范 线 性 空间 , 则 X OH —- FSS 
H.A X be FF ES EER EE BB XX”. GR AT A, 
CX", SE OX we EX” ,rw*) 中 是 序列 闭 的 ,从 而 
CX’ sue ) 是 序列 完备 的 . Hh XE CX oe 中 是 稠密 的 (参看 
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[178],p. 104). 

12. 一 个 局 部 凸 空 间 的 对 偶 室 间 中 的 弱 " 紧 集 , 它 并 不 强 " 有 
界 . 

由 Mackey-Arens 定理 可 知 , 关 区 是 局 部 曲 空 间 ; 则 关中 每 
个 绝对 凸 的 弱 " 紧 集 4 必 秆 是 强 ARR CEALL l.p. 133). 应 
当 注 意 , 在 这 个 命题 中 4 为 绝对 对 的 条 件 不 可 去 掉 . 例如 ,我们 考 
虚 一 切 只 有 有 限 个 非 替 坐标 的 数列 所 组 成 的 线性 空间 p= RO. 对 
zs {f Ep, $ 


|x|]. = sup |ê, 
则 X= e, lall A ARBs Bh ee EFEX, S 
Pian) = $,, 
W A= fxP,}U (0) 性 X'. 因为 对 每 一 .rEX.nD,(r) 一 né, BEAR 
Ws A (oe) RAT o AAE BE. 然而 , 因 xX =P 用 


强 ' 拓扑 BCX", KBE ERAT ell. MK lel, | ane AB 
强 有 界 的 . 
13. 一 个 局 部 凸 空间 中 的 凸 紧 集 , 它 不 是 其 端点 集 的 凸 包 . 
可 以 证 明 , 在 有 限 维 线性 拓扑 空间 内 ,每 个 凸 紧 集 必 是 其 端点 
集 的 曲 包 ,而 且 这 个 包 还 是 闭 的 . 对 于 无 穷 维 局 部 西 空间 甚至 对 
于 Banach 空间 而 言 ,这 一 命题 并 不 成 立 . 例如 ,在 Banach 室 间 i! 
内 , 取 


Èr 77 《人 1505) , 
并 令 A Ale /ala= 12s SOMES OA GM AA 
集 . 但 是 ,4 并 不 等 于 它 的 端点 集 的 凸 包 . 
14. 一 个 局 部 凸 空间 中 的 平衡 闵 旧 集 , 它 没有 端点 . 
H X= Liab JERE EHE H Ceb] EY ee iF 
[pre la <+ 


PI — BCE) RI M eS Be x(t) 所 组 成 的 线性 空间 ,其 中 儿 乎 处 处 相等 
的 函数 视 为 同一 元 素 . > 


x i] = [ew dz, 
WX, 为 一 Banach 空间 . 
BEUE CX, el ) 中 的 单位 闭 球 ( 它 是 一 个 平衡 团 凸 集 ) 没 有 端 
ARSE MUS lee Lab} rl Sapa es. 上 x 上 二 1, 我 
{TH cE Lab], fi 


fleca = =. 


_ fart, £€ fase), 
tit) = io, zE [eb]: 
Y 一 Os i € Lasc), 
z = Buo, re feb. 
TH. |i æ i = | z |l =ler= Zn r). HIE. ext dl). A 
xzEE7 是 任 取 的 . 故 ext N= A. 
15. 具有 稠密 端点 的 凸 和 集 . 


Krein-Milman 定理 -9 是 说 , 若 避 是 局 部 目的 Hausdorff 空间 
Pe) CAE ee etC AG BIC 是 包含 extC 
的 最 小 闭 凸 集 ( 参 看 [89],p. 132). 

Bade 提出 如 下 问题 :是 否 存 硒 这样 的 局 部 凸 空间 中 的 凸 集 
{ 非 单 点 集 ), 它 是 其 端点 集 的 财 包 ? 

Poulsen?” 构造 了 - -个 具有 所 和 需 性 质 的 空间 与 止 集 的 合子， 
现 介绍 如 下 : 

tt & #23 Hilbert 空间 : 


P = {x 二 ED tË <- ooh, 


Cry) = Say. 
CHE MER: 
Cm tra tah aS), 
则 C 是 西 集 , 且 C IR AHO LB ED 
下 一 人 一 人) 
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WE Be OPS. EP, BeBe RAR BP emia EE 
Ml 
Pit) = Carpe tay ttt tas 0,0,1). 
于 是 ,我 们 得 到 
CNES Pw) 


z pe 


2 È 
= | 十 十 et 


Gay | Gay <1}. 

令 CSCAE. N C, EX E 的 子 空间 时 ,C, 的 端点 是 C 的 
边界 总 ,上 的 点 .此 外 ,号 上 的 每 一 点 都 是 C 的 端点 . 国 为 如 果 
ne B.A 0A yEL WTE mien fh PAG) 40. A x, €B.CB., 
RK ao FEC, BS BPA — cess at Pa (y= Pay —ty) 
ART Co= PC). AU at BRA — lela tiy BBFC. h 
T o BER Ato BCH HA. 


> 8 一 UB., 则 BHAT C Ha RR. 又 :C 显然 是 闭 


HK AUER BE CH Bae BM aT. 为 此 , 任 取 xEC, 则 PLE 
Cy» A. 


lz — P| S20 + gree pe eo, 


APER C.: a pA Het aI 的 最 短 半 轴 之 长 为 
2 "aw C, 的 每 点 与 B, 的 距离 至 多 为 2 ,从 而 C 的 每 一 点 与 
B, 的 距离 至 多 为 2 二 2 ”一 2 "BB eC 中 是 稠密 的 . 

16, 一 个 线性 拓扑 空间 中 的 紧 凸 集 . 它 没有 端点 . 

参见 Roberts", 

17. 一 个 局 部 凸 Bausdorff 空间 中 的 两 个 凸 紧 集 AS 中 ,使 
ext(A+ B)A~ext(A)+ext(B). 

i A.B Æ J} BB Hausdorff 空间 X PE ce h ETE, 
AXBE XXX PHET#, A 

ext(A X B) = ext€A) x ext( B). 

又 容易 证 明 ,A 二 B= (24 ylzeA, yEOR EX HIS G EF 
E.E 


ext (A + B) C ext(A) + ext(B). 
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应 当 注 意 , 这 个 包含 关系 一 般 是 严格 的 (参看 [95 ]), 于 是 , 便 
产生 下 述 问题 : 

给 定 cCext(A)., BAe yCext(B) ,使 得 了 十 YE 
ext A+B)? 

Husain 和 Tweddle!® #8 4 a A bAi A E E E DEH. E 
者 如 有 内 趣 , 可 参看 作者 的 原文 . 

18. 存在 某 个 紧 集 ,其 绝对 西 闭 包 不 是 紧 的 . 

在 线性 空间 史上 取 上 确 四 范 数 .并 令 X= Co, |||. 对 二 一 
BIEX $ Pied =é,, M A= Po U0} CX =. 由 于 对 每 一 
LEX, n AAK RA 

aP (r) = nf, =O, 
因而 aP, “> 0, BD ERE H OX’ XD) HP. F, 
AES BALB AEX co X ,XX)) 中 的 紧 集 . 

HH BR APEX co MN XD PHAM. 假如 五 也 是 
CX! 0X.) FR SB A XY ST a RE, 五 
a ise OR FM. BE E POX UXO A. TEL HTE A the 
是 强 * 有 界 的 . KRM RNA 12 中 已 经 指出 ,A 并 不 强 * 有 界 . 因 
此 ;如 在 CX' ,olX ,XX)) 中 不 是 紧 的 , 

# ”局 部 凸 空 间 X RAA DOREA ,如果 对 于 每 个 紧 集 玉 志 
和 :天 的 绝对 上 四 的 财 包 也 是 紧 的 . 例 18 说 明了 局 部 四 空间 
eo!) ova DBM. 

容易 证 明 , 有 和 界 完备 的 局 部 是 空间 必 有 凸 紧 性 质 . 

此 外 ,如 所 周知 ,有 界 完备 的 局 部 凸 空间 必 是 序列 完备 的 . 
Ostling 和 克 ilansky05 指 出 ,序列 完备 的 局 部 凸 空间 未 必 有 凸 紧 
EE. 又 ,具有 酝 紧 性 质 的 局 部 凸 空间 也 林 必 是 序列 完备 的 5 参看 
(178 ],p. 233). 

19. —P RB SAX. EX EM —TPARBHARS 
OXY) mX Yz. 

出 Mackey-Arens E HE al 41,4 (X.Y) BE 28 E, A 为 使 X 
上 的 局 部 凸 拓扑 是 相 窗 的 , 当 且 仅 当 它 位 于 z( 和 ,YY) 与 加 (区 ) 之 
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fa]. 

应 当 注 意 , 在 这 个 命题 中 拓扑 的 局 部 凸 性 不 可 去 掉 . 例如 , 设 
To E X ERABI EAT = fo). S 

T = m(X,Y) U Tos 

CX PY SY. T Æ X EHAR h ET HRF oo (X.Y) 
E mi X YZ fal. 

20. 一 个 线性 空间 FEL AAS RRO REAR 
的 


设 w 是 一 切 数 列 所 组 成 的 线性 空间 . 在 w 上 最 强 的 局 部 凸 的 
相 容 拓扑 是 mCw,ew'). 最 弱 的 局 部 目的 相 容 拓扑 是 a (ww). 据 
Mackey-Arens 定理 ,为 证 w 上 的 所 有 相 准 的 局 部 凸 拓扑 都 是 相同 
的 ,只 要 证 明天 人 oo) 一 rose Aa]. Bw K§ o EROS RE 
EREM N EWE olw). 由 于 天 是 叮 度 量化 的 局 部 是 空 间 ， 
而 有 限 个 或 可 数 个 可 度量 化 空间 之 积 仍 可 度量 化 , 故 w 是 线性 度 
BS iB). HEA. AIE, wal ww E Fréchet 空间 ,从 而 胰 
桶 空间 , 故 它 也 是 Mackey 空间 . 于 是 ,sw yw =m (ae), 

21. 一 族 局 部 凸 空间 Xe 的 归纳 极限 王 , 使 天 的 某 个 有 界 集 不 
包 售 于 任何 一 个 x. 内. 

对 于 局 部 凸 空间 族 了 ,的 归纳 极限 下 ,下 述 问 题 是 基本 的 :六 
的 每 个 有 界 集 是 否 必 定 包 含 于 某 个 X A? 这 个 问题 的 答案 是 否 
定 的 . 例如 , 设 4 为 一 不 可 数 集 , 今 

w CA) 一 人 ze Al 除了 可 数 个 4 而 外 ， 
其 余 的 4 都 使 x = 0}. 
再 设 A, 是 A 的 可 数 子 集 ,并 令 
mA) = {lable = Oompa A A? 

TE (A) Aj wC AL) ER RR Th. HU w,{A4) 是 局 部 凸 空间 族 
{oCA,>} 的 归纳 极限 .可 以 证 明 ,并 非 at4) 的 每 个 有 界 子 集 都 包 
BFE of ADK. 

注 RORY 是 闭 子 空间 序列 {了 ,} 的 严格 归纳 极限 ,那么 Y 的 
每 个 有 界 子 集 必定 包含 于 某 个 XX, 内 (参看 [178], 定 理 13-3-8). 上 
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述 反例 说 明 了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 不 可 数 个 空间 的 情形 . 

32. 一 个 局 部 瞩 裤 向 族 A 的 归纳 极限 XY PERS X. EY 
BSW ROHHPRST X. HRB. 

Kéthe?! $2 if} i fa) Bb: SF a aS D TE, 的 归纳 极限 
XP XA XS HRB ESF OX. ERMIN? 

Komural**! 构造 了 一 个 友 例 ,说 明 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 . 
读者 如 有 兴趣 ,可 参看 作者 的 原文 . 

注 设 (Y,o 是 局 部 凸 空间 序列 {Cgr) 的 严格 归纳 极限 ， 
M a E r Xn BAs] 定理 13-3-4).Kamura 的 例 
子 说 明了 不 能 把 这 个 定理 推广 到 不 可 数 个 空间 的 情形 ， 

23. 存在 某 个 局 部 频 空间 中 的 两 个 赋 范 子 空间 的 代数 直接 和 |， 
它 不 可 度量 化 . 

下 列 问题 是 很 重要 的 :局 部 凸 空间 中 两 个 赋 范 子 空间 的 直接 
和 是 否 仍 是 赋 范 空间 ? 

Lobman''™! 模 出 ,这 个 向 题 的 答案 是 否定 的 . 他 构造 了 一 个 不 
可 度量 化 的 非 桶 而 又 局 部 贞 的 线性 拓扑 室 间 , 它 是 两 个 子 空间 的 
代数 直接 和 ,其 中 每 一 个 在 相对 拓扑 下 是 Banach 空间 . 

为 构造 所 需 的 例子 ,我 们 先 证 明 下 面 的 

引 理 ik F.G & Banach 空间 A MRE ES i. tE FNG 
=e APG E HOP ARI, AE P+G 上 存在 不 连续 的 线性 泛 
pK AME S/F SELAH f|G=o, 

证 明 对 了 ER.oEC, 考 虑 下 十 如 到 六 上 的 射影 已 ,PCz-Fy) 
=r A FHG EUH RAH k PTER. HE P ERRER. 于 
we E F EEEIEE RTEZ A got eP 不 连续 . S faeer, Ml 
门下 一 《连续 :用 f|G=o. 3 | BBE HE. 

现在 构造 所 需 的 例子 . PAP RELEASED 
BI — Pd BBE A ato. AR 
AARNE. S F=c,,.G 是 Banach 空间 六 的 一 个 闭 线 性 子 空 
I}. FAG= lo} H EHG £0 FOR BY. 例如 ,G 可 取 eH c, 
氢 相 补 的 闭 线 性 子 空间 (参看 [140]), 令 


1 igo. 


Y= {ve PU)| 对 任意 AE Ay E Fi, 
Z= {z E U| 对 任意 AGE Az| E G) 
则 了 与 Z 在 个 (7) 中 部 是 闭 的 . X YNZ= (o) B Y+ ET) 
PRA. SESE PAG LATA ERMA OS SIP 连 
z. H f|G=os. 对 每 一 AA, 令 
Gi = [s E Y + Ziro) =0 rt nif}, 
H, = (x E Y+ Z|) =0 rE Tw}, 
并 在 Y 十 Z EE AREZ A tE 
AG =f, AIH, =o, 
则 对 每 -~ 4E A IY ER. Al Z=, B f, GC, 个 连续 .我 们 用 lN 
代表 Banach 空间 六 站 的 范 数 , 则 形 邵 
二 rz 之 
对 所 有 AE 0) 
的 集 所 纽 成 的 集 族 构成 了 X=Y- Z EWR PB eth co 
点 的 基本 邻 域 系 ,这 里 s>0sa 是 4 的 任意 子 集 .由 于 rz 在 了 Y 和 了 
上 的 限制 是 范 数 拓扑 ,因而 AY 和 S| Z 都 是 范 数 连 续 的 . 于 是 ， 
在 rt 的 相对 拓扑 下 ,Y 和 Z 都 是 Banach 空间 . 
ee Fen BS a SE a] CX ANY BE 
HL RO FE be. UU FF FE TE RY >o 及 有 限 子 集 6 EA, E {V a bey 
组 成 。 点 的 + 邻 域 基本 系 . 因 A AME EE BE ANU, LE 
每 个 fs 者 是 = 连续 的 , 故 存在 自然 数 和 ,使 /5CV,,。) 是 有 界 集 . 
可 见 fa E N Kerfis N (xi fit) 0) bE BES AY. 因 Gs 
,0 Kerf, A fp 在 Gs 上 亦 必 是 范 数 连续 的 . 这 与 对 每 一 AGE 4 六 | 
G KERRATA. A (XOTT ERE. 
其 次 ,由 一 般 的 闭 图 像 定理 (参看 [81],p. 301), A X EF 
拓扑 z 不 是 辅 空间 . 
24. 非 局 部 丁 的 几乎 弱 " 拓扑 ， 
设 多 是 局 部 四 空间 ,和 上 aw HEB HE XE 


+181: 


存在 局 部 晤 拓扑 r ti X P r RS aw 闭 集 是 相同 的 . 

WEEE X EH ace 拓扑 未 必 是 局 部 凸 的 .事实 上 ,可 以 证 
BR X LAB ow AP BEBO AX BRB HR OS 
EHA X wh se Fa SE HB L178 4p. 192). FRX 为 一 完备 
iit SE Se BY eR he CBB e, X ERI aw” 拓扑 必然 不 
是 局 部 凸 的 ， 

25. LFS AMAR AS. 

BOX, r) se Jen BB AY Ss fia) FRAT GE. SOX BRR LES A 
A). Sedat UE WX) SURE XP URE. HH Alaoglu- 
Bourbaki 定理 (和 参看 [178]j,p. 130), 凡 弱 * 闭 集 必 和 定 是 几乎 弱 闭 
的 . 应 当 注 意 , 这 个 命题 之 道 并 不 成 立 . 例如 , 令 X= p, || wD, 
则 X'= 2. AS S= {nP WW SCX’, AM «= {总 )E ,有 
aP, Ce) = nf +0. FOES KS TRR’ A RAERUE 
CX) ESUR XPS EE , 帮 它 是 |， 有 界 的 . 于是， 
据 5 的 定义 :五 门 3 必 为 有 限 集 ,从 而 必 为 弱 " 紧 集 . 因此 ,S 是 几乎 
ma” PAY. 

注 RTR SH TUTE Se. Beth ees 
IB) HP By SLE 38 HEROES AY. 其 实 ,还 可 进一步 构造 一 个 
Banach 空间 ,其 拓扑 对 偶 空 间 中 的 几乎 绊 " 闭 集 未 必 是 弱 * 闭 的 
(参看 [178j,p. 185). 

26. 存在 某 个 全 完备 空间 到 另 一 个 全 完备 空间 上 的 连续 线性 
RH. ETERN. 

参见 Ptax 的 文章 [133]. 

27. AR BME SHRM SA. 

拓扑 空间 X PEGE A. aX 的 每 个 非 空 开 集 都 包含 某 
个 非 空 开 集 的 闭 包 . 

AES RRS 称 做 伪 基 ,是 指 每 个 非 空 开 集 一 定 包 会 : 冰 的 
FE. 

拟 正 则 拓 扩 空间 称 做 伪 完 备 的 ,是 指 存在 一 个 人 以 基 序 列 
CA. ,使 得 如 果 序 列 {1} 的 项 分 别 是 序列 1: 泛 ,} 的 项 中 的 元 ,是 每 
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AUS U HAE OUD. 

伪 完 备 拓扑 空间 是 由 Oxtoby 19] A H. Oxtoby 证 明了 每 个 
完备 的 可 庆 量 化 空间 是 伪 完 备 的 . 

Todd" 中 证 明了 线性 度量 空间 是 伪 完 备 的 , 当 且 仅 当 它 是 完 
备 的 .然而 ,完备 的 线性 拓扑 空间 未 必 是 伪 完 备 的 . 

Todd 还 证 明了 下 面 的 

定理 设 XX 是 一 族 伪 完备 的 线性 拓扑 空 间 之 积 ,X。 BX 的 
线性 子 空间 , 它 包 含 X 中 全 体 这 样 的 元 素 ,这 种 元 素 的 坐标 除了 
至 多 可 数 个 不 为 0 而 外 ,其 余 的 全 为 0, 则 X 也 是 伪 完 备 的 . 

根据 这 一 定理 ,Todd 进一步 指出 , 伪 完备 线性 拓扑 空间 也 未 
必 是 完备 的 . 例如 , 设 久 是 不 可 数 个 非 平凡 的 完备 的 线性 庶 基 空 


- HZR, X, HEX 的 线性 子 空间 , 它 由 叉 中 这 样 的 元 组 成 ,其 坐标 


除了 至 多 可 数 个 不 为 0 而 外 ,其 余 的 全 为 0. 据 上 面 的 定理 ,线性 
拓扑 空间 xX, ACEH. 然而 , 因 XxX eX AAMAS Sil , 故 
X 并 不 完备 . 

28. 一 个 线性 折 瓜 空间 上 的 平移 不 变 的 距离 , 它 不 能 连续 扩张 
成 为 完备 北 空 间 上 的 距离 . 

拓扑 空间 蕊 称 做 有 连续 距离 ,是 指 集 和 上 存在 … 个 距离 , 它 

X 上 诱导 出 来 的 拓扑 弱 于 X 上 的 原 拓扑 . 

设 多 是 一 个 在 范 数 pp 下 的 无 穷 维 Banach 空间 , |l* || BX 上 上 
的 男 一 个 范 数 , 它 在 了 上 诱导 出 来 的 线性 拓扑 严格 强 于 由 p 诱导 
出 来 的 线性 拓扑 . 则 p HECK, | -| ) 上 的 连 绪 范 数 . 

FOX, p42 5245 9. HEH Banach 道 算 子 定理 可 知 , X. fell 
必定 不 完备 . 于 是 ,存在 (X, || +l] ) 中 的 Cauchy 序列 {x EEX., 
OPREA BEE Wl) ) 的 完备 化 空间 CX ) 内 
APR Cy WME MCRAE eX. p). Fp ptt 
CRT PT ) 上 的 连续 扩张 , 则 显然 有 

py — r)= hmplz,— r) 一 -im plx, — x) 


noe. 


ly roi p REX [lel ) 上 的 范 数 . 这 就 说 明了 pz 一 中 是 
(和 ,小 让 上 的 一 个 平 称 不 变 的 连续 距离 , 它 在 完备 化 空间 上 的 扩 
张 plu—vi AETHER. 

3X IF FE Todd E E Hi. 

29. -PF AROSAH ORTH. CAF RES ARAN 
张 ,而 关于 紧 Hausdorff 空间 没有 绝对 扩张 . 

拓扑 空间 了 称 做 关于 度 重 空间 5 紧 Hausdorff 空间 ;有 绝对 扩 
张 ,是 指 对 任 一 度量 空间 ( 紧 Hausdorff 23 BDX A X 的 杜 一 闭 子 
A. ASI Y 内 的 任 一 连续 映射 都 可 扩张 为 四 到 Y Ree 
射 . 

Arens] 同 接地 证 明 , 存 在 局 部 凸 空间 的 一 个 凸 紧 子 集 , 它 关 
于 度量 空间 有 绝对 扩张 ,而 关于 紧 Hausdorff 空间 没有 绝对 扩张 . 
这 里 ,我 们 介绍 Michaeit5 直 接 给 出 的 一 个 例子 . 

定理 RX ASP PRE RHR Ath. OE 
EX HALTE., ERR X 的 某 个 开 集 的 和 连续 像 . 

MERA ” 因 污 个 可 分 空间 之 积 仍 可 分 (参看 [1101,p.139), 琢 到 
为 一 可 分 空间 . 因此 ,XX 的 任 - - 开 集 的 过 续 像 也 可 分 . 为 证 明定 理 
成 立 .我们 只 要 证 明 存 在 壮 的 一 个 财 四 子 集 , 它 并 不 可 分 即 可 . 

设 if N— Hilbert 窑 间 , 它 的 直 安 维 数 是 个, 则 五 不 可 分 . 

AWO H TERS Tb oO HLH RA Ay. RO Bo, 
AO SH RAAT HMA RAF SH KEW PE oi, 
HOWEA. AK AY MEF Oo) K 关于 范 数 拓扑 也 是 可 分 的 . 
mK RAE CH PAS ROK ASTOR AO. H 
此 得 到 五 在 范 数 拓 扑 下 也 可 分 ,此 为 矛盾 . 

OS HESI oH HO FRERE, A WB eR 
间 , 故 3 是 紧 的 . RAB oO HHO OS AR oH HF 
分 .为 了 完 不 定理 的 证 明 , 我 们 只 变 证 明 3 Gg Fh OX 的 某 个 
SBD AY. 

REX X= 下 六 ,这 里 下 是 指标 集 , 下 二 兴 , 对 每 一 /EFK， 


fer 
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I; Ae RBA. X H EAF H. Bike. BARS E H 
的 单位 球 . WE Mp, S Xx 为 
Cpr) = f(a), 

RE Bathe Moe SB AS EBPs RH, BS) 
42 X PRR SY, 定理 证 毕 ， 

EEJ EM 4.1; 我 们 得 到 下 面 的 

推论 ”存在 局 部 点 空间 的 一 个 凸 紧 子 集 , 它 关 于 度量 空间 有 
绝对 扩张 ,而 关于 紧 Hausdorlf 空间 没有 绝对 扩张 . 

30. 4 _L 3 ee AS LEE RD RR. 

设 XY PTA). SR T: Xa 称 为 上 半 连 续 的 ,如 
果 对 任何 r€ X MEA AB GOT Ga) HE x HEX PH BR 
Uir MEA x CU Cr, A TIC. 

Browder" 1 GE BA TF RRS aA a ARE. 

定理 1 WK AMR OSA SA EES ES 
RT: LEER, Ba ee KT CCE BES A 
集 , 命 


OK)= {r € Kl FE yE ERES AiO, 
x-tay & K} 
aN K 的 代数 边界 .假设 对 每 个 rE OC K) FETE ye Kz € Tl) 
和 22>0 使 得 2 一 x 一 放 y 一 +) BRA TEFE rE K WE xo eT Cay). 

樊 雯 :引进 准 上 半 连 续 性 的 概念 ,推广 了 上 述 不 动 点 定理 . 
隔离 的 实 线性 拓扑 空间 EE 中 的 开 半 空间 是 指 形 如 {rE El ea > 
PRERA HE pE E bE ERREA r 是 实数 . 命 KC 
E RHA, TK 2” HE TE E IR EE of EK WOE PAE fal 
开 半 空间 CDT (20), FE wo Æ K PHSB UC) HE re 
Ur) Wi Tr) CG. FERRAT FEE. 

定理 2 WK CORR LA EMIS fl LES EO 
SRT K— 2° HE OF ESS BRT EK TOCE BES 
Al ch. 假设 对 每 个 rE KIE ve Ky ETOR ADO, EE 
a a= AM y— x) ;那么 存在 rE K W ee T(r). 
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SR. be ee te AE ORE SEE A EM 2 ee LS 
HES. (EAE EFEZ PEN 2 OE EEE. 这 个 事实 却 不 是 
BiB LY. 江 嘉 禾 和 李 炳 仁 "i 给 出 -~ 个 上 县 体 的 例子 ,构造 了 .一 个 
准 上 六 连续 映射 ,满足 攀 壤 定理 的 一 切 条 件 , 但 却 不 是 上 半 连 续 
的 ,从 而 说 明 殉 坟 定 理 是 Browder 定理 的 真正 推广 . 

我 们 这 里 介绍 的 一 个 准 上 半 连 续 而 不 上 半 连 续 的 例子 是 贞 俞 
goel e H. 

BM X= OTER) 1Y G0 EX, ENB 
FOO S{ rrp E R ereh. 

设 Hs {lro CR |r: >ar i) ag FO 0 = 
(ror ER |r >r KREE, M 38>0, 且 由 直线 x 二 ax 一 
SMM s ri EA aY OG. OTE X,Y 
e<(40—a") AS), A 如 一 ar 一 人 与 曲线 S ao 不 相交 ， 
故 五 二 FFG 0 , 即 拓 在 (0,0 六 是 症 上 半 连 续 的 . 

G= [ror E R la. >ri l Eug FON 的 开 集 . 
Y DTE XGE0, 4 an> Vt il> dear, 
GP FGO R FEO 0O" 不 是 上 半 连 续 的 . 

31. 绊 上 半 连 续 而 不 准 上 半 连 续 的 酸 射 . 

ist X Æ Hausdorff 空间 ,Y 是 Hausdorff 线性 折 扑 空间 ， 多 值 
映射 FX 2" 称 为 在 coe X EEE PQA, 
且 对 任意 PCY’. BM oF(2).p)= sup (ps3) 在 xz 是 上 半 连 续 


的 , AMER 2X, FE r 均 是 器 上 半 连 续 的 , 则 称 下 在 了 上 是 
弱 |]. 半 连续 的 . 

可 以 证 明 , 准 上 半 连 续 的 映射 必 是 弱 上 半 连 续 的 ,其 逆 不 真 . 
下 面 的 例子 是 由 俞 建 0 作出 的 . 

R X=, OER | w/a}. “ON EX. ELSA 


Bt 
FOO) = {Cr yay)? ER? | e/2 bre 0a Detan(a,—1)}, 
对 Y pr Cp, 0100) ’ 
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try Ta) E FiO 
(boo, ps >0, 
pi(x/240), ps=0,p1>0, 
0， p=0, p10, 
jo ps <0, pO, 
lps ap a ae 


pitt piarecos Vo — p/p, 一 
和 ! i isi pOp r C* * > 


ps Nom pf pels 
Cx Cx # ) 的 具体 计算 如 下 : 
sup Cri tit pot.) max sup (piri F Prt)» 


:2 wn E Pd 2 wy) E Ay 


sup (pint parz)), 


Cy i Ay 
其 中 A S {lna E R |r 0r 0) A = l araa ECR? 
ni2 HEr ts lanfa ih 
如 果 p0, p >, sup (pyr, T piri) = pit. an FE Creare)! 


bey tg) EA, 
E RI pr fore pin t+ plan lri t) — pi Cy +t) + ptany = 
pitt pry t prany pitt piyt poy ER 2) t= yin / 2 yen. 
(MR pl pe |. W ptt pry t ptanyss pet poy t pays 
fit. AOTEA, sup (puri T pox.) = prt, wk 


js) € A, 


sup Cpe t+ por.) = pit. 


tapp ee troy! 


(2) 40 È Pil | p:[. A 


max yt polany) = pyarccos J. iif Pi + ps Vf piip l, 
得 


sup Cpr, + pet.) = pf — pyarccos w 一 Pol Pr 


impr eA, 
+ P2 Vo — P f ps — 1. 
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Fe 2,0)" € A NMA, 得 pitt prarccos V — ps pit pe V — piipa— l 
SE pe, 


- 
sup (hay + pat) = pit + prarecos Y 一 p/p 


ER Pgh 6 FERDI 


——-- 
+ Pr y — Pil pa — 1. 
这 样 sup paat Por, AE (0,0) EER, BP ECO, 


Ceg E FDY 
0)” E EEEREN. 

H= {Crs ER |r r2 2 -@& FONO 的 开 举 平 
i. Y (20°C XU40).A HDFT, W FEO 0 不 是 准 
上 半 连 续 的 . 

32. 一 个 可 分 的 线性 拓扑 空间 , 它 有 不 可 分 的 闭 线 性 子 空间 . 

如 所 霹 知 ,可 分 度量 空间 的 了 空间 必 是 可 分 的 . 又 ,存在 可 分 
药 拓扑 空间 , 它 有 不 可 分 的 子 空间 (参看 第 三 章 例 16). 于 是 , 便 自 
然 提 出 问题 ;可 分 线性 拓扑 空间 的 闭 线 性 于 空间 是 否 必定 可 分 ?这 
个 问题 的 答案 是 省 定 的 . Lohman 和 Stiiestxe 有 例如 下 ， 

设 X 是 Banach 空间 六 的 对 偶 空 间 , 并 在 天 上 取 弱 "拓扑 , 则 
XER 可 分 的 . 迫 [140] 的 命题 3. 4, 导 包含 (在 线性 同 胚 意义 下 》 
一 个 不 可 分 Hilbert 空间 H 的 副本 了 因 了 是 自 度 的 , 故 由 [140] 
的 命题 1.2 ALY Æ X A i ASA. FYER H 
Y ASB 4} AX Y th ASB * Ah 

33. 可 分 而 不 序列 可 分 的 线性 拓扑 空间 . 

Hib X RATARA REEE AI an CONX CTE X F 
HEA AFAA RB FFE A a) OX ART AE rE 
XA tac} APA a SF r BAR FRAY Sp HY SP, 

WY LA GEWY EAX, ||] DAL - 4S Banach a fe] WY CX, 上 :用 > aya} 
OX, fe), DR BT Sp Xo XX POLY at XN) ER 
可 分 .但 (X' p(X" XD) BY SPR RE BRE CX" ,olX' ,XX)) 序 列 可 分 . 例 
AN, E X= MX ,olX', 久 是 可 分 的 .事实 下 ,对 x 二 15,}e 
X, 二 名 tn 三 12 一 则 EX' ,从 而 A= OXER 
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e= ie EXE), MAEA RA n fE hto TEA LC AE 
fA) 40. BS on A tr) 一 0; 则 xz 二 0. 由 此 可 知 ， 
AREH A ,了 X) 团 线性 子 空间 就 是 XX， 团 CX ot CX XDD ET 
分 的 . 

ECX oX ,大 ) 不 是 序 列 可 分 的 ,事实 上 , RX, 
CX XI AEP UAT SPA BNE A RA FOX. EE EX’, 
SEES HOSED PAF, } 的 极限 . 据 Grothendieck 定理 ,X 中 点 
列 的 sa( XC EG CX" XR RE SP hh 0 BECK aX 
是 序列 可 分 的 ,从 而 它 也 是 可 分 的 . 由 此 得 到 <X', |] + |] ?是 可 分 
的 ,但 这 与 (XX, [fil DAN WS} AE A. 

34. 一 个 可 度量 化 空间 序列 的 严格 归纳 极限 , 它 不 可 度量 化 . 

局 部 凸 Fréchet 空间 序列 的 严格 归 钠 极限 称 为 LF) 空间 , 它 
AP AY BE AE. 

35. 一 个 完备 的 局 部 睛 空间 , 它 的 一 个 商 空间 并 不 完备 . 

设 名 代表 一 - 切 数列 所 组 成 的 线性 空间 ,yw 是 一 切 有 限 数列 所 
组 成 的 线性 空间 ,并 在 四 和 史上 帮 永 最 强 的 局 部 四 拓扑 , 则 ww 和 9 
都 是 完备 的 Montel 空间 .我 们 用 pw 代表 总 的 副本 的 招 扑 可 数 直 
接 和 ,而 用 wp 代表 ?的 副本 的 拓扑 可 数 积 ,并 今 

X = pop op 
则 多 为 一 完备 的 局 部 凸 空间 . 令 
M = (Ca.a) |e € pol wy p, 
则 可 证 明 , 商 空间 X/M HR SES AY. 

36. 存在 两 个 全 完备 空间 ,其 积 并 不全 完备 ， 

Summers: “lg Iyahen ™ .分别 指出 ,项 个 全 完备 空间 之 积 未 必 
是 全 完备 的 , Mukherjee-: "进一步 指出 ,两 个 全 完备 空 间 之 积 甚至 
不 是 Br 完备 的 ,从 页 回答 六 Dulstl 05 提出 的 一 个 问题 ， 

为 构造 所 需 的 例子 ;Mukherjee 先 证 明了 下 面 的 

定理 设 (X,wu) 是 有 界 完 备 的 局 部 山 空间, 使 得 ( 芝 ,w) 中 每 
个 绝对 上古 紧 子 集 是 可 度量 化 的 , 则 (5 ,z) 是 全 完备 (Br 完备 ) 的 ， 
当 且 仅 当 (Y,#) 中 每 个 序列 闭 ( 稠 ) 子 空间 是 闭 的 ,其 中 + 是 位 于 
CX. u) AY 48 St RF E E a o Se HH Fh e 与 Mackey 拓扑 
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mi X O ZAA AREA jth. 
推论 BO BAR SER A BBs ej a CX o a 
RU OX oc) cir (X' ,六 )) 是 全 完备 (Br 完备 ) 的 , 当 且 仅 当 (X， 
#) 中 的 每 个 序列 闭 { 稠 ) 子 空间 是 闭 的 . 
设 pm 与 wp 是 例 35 中 引进 的 局 部 凸 空间 , 令 
X= ga X we, 


WA 

a. ge 和 wp RETA ho oe BBY E fa] A X BT 
完备 局 部 凸 空间 . 

b. X BE Br 完备 的 . 

证 明 a. gw 和 my 显然 都 是 可 分 的 完备 局 部 凸 空间 . 又 ,ee 的 
Mackey 对 个 是 wg. Til we Hh) Mackey SEE go. Käthe" t iF A, 
在 空间 go 和 wy 中 ,每 个 序列 团子 空间 都 是 闭 的 . 岗 此 ,由 推论 可 
Hl gw 和 mp 都 是 全 完备 的 . 

b. Kothe 构造 了 空间 六 中 一 个 稠密 的 序列 闭 子 空间 , 它 不 
是 闭 的 . ACK CX" X DREEF X. A OX BTS) ee 
Ay Al, CX yn XX BEE Br ARAMETE Br 完备 
的 . 

Æ Valdivia’ -也 构造 了 两 个 全 完备 局 部 凸 空 间 , 其 积 不 是 


37. 存在 一 族 全 完备 空间 ,其 直接 和 并 不 全 完备 . 

WX AIC HE ABW) Fréchet 空间 ,在 和 X 上 取 最 强 的 局 部 
mth =, 则 (X,r) 不 是 全 完备 的 (参看 第 作 章 例 DEAE XE 
一 个 Hamel 基 , 则 对 每 -- xE 和 ,zz 可 唯一 地 表 成 有 限 和 ， 

r= S lihas t EK, A € ff, 
换言之 ,In 拓扑 同 构 于 直接 和 空间 K”. 由 此 可 见 , 全 完备 空 
EK 的 直接 和 开心 不 是 全 完备 的 . 

注 Grotbendieekkesi 指 出 ,可 数 个 全 完备 空间 的 直接 和 也 未 

必 是 全 完备 的 . 
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38. 存在 一 族 超 完备 空间 ,其 直接 和 并 不 超 完备 

直接 各 空间 下 “人 不 是 人 金 完备 的 ,从 而 也 不 是 超 完 备 的 ,但 局 
部 凸 空间 天 是 超 完 备 的 . 

Grothendieck" 还 给 出 了 一 个 反例 :存在 可 数 个 局 部 凸 的 
Fréchet 空间 ,它们 的 直接 和 不 是 全 完备 的 ,从 而 也 不 是 超 完备 的 . 

39. 一 个 全 完备 空间 序列 的 严格 归纳 极限 , 它 不 是 全 完备 空 
tay . 

可 以 证 明 . Se SS fh] A FSS fH A A ee KH 
于 闭 子 空间 的 商 空 间 也 是 全 完备 的 (参看 L178] ,定理 12-4-5). 但 
是 ,两 个 全 完备 空间 之 积 未 必 全 完备 (参看 例 36); 全 完备 空间 族 
的 直接 和 未 必 全 完备 (和 参看 例 37). 又, 全 完备 空间 序列 的 严格 归 
纳 极限 未 必 全 完备 . HAN, Grothendieck "tyg T — 4 5% Be Ej, 
它 是 局 部 凸 Fréchet RAIN MARR PERSIA 
有 不 完备 的 商 空 间 . 

由 于 局 部 凸 的 Fréchet 空间 是 全 完备 的 ,而 全 完备 空间 的 商 
空间 也 是 全 完备 的 ;可见 Grothendieck 构造 的 完备 空间 , 它 是 一 个 
全 完备 空间 序列 的 严格 归纳 极限 , 因 它 有 不 完备 的 商 空 间 , 故 这 个 
空间 决 不 是 全 完备 的 . 

40. 一 个 完备 局 部 凸 空间 族 的 归纳 极限 , 它 并 不 完备 ， 

AT AUER. coe SNAPS SSH HES MRS ME 
完备 的 (参看 [178] ,定理 6-1-7); 完 备 空 间 旗 的 宣 接 和 是 完备 的 
《参看 [178] ,定理 13-2-123; 完备 空间 族 的 严格 归纳 极限 是 完备 的 
(参看 [178] ,定理 13-3-13). 但 是 ,完备 空间 的 商 空间 未 必 完 备 ( 参 
看 例 35), 又 ,完备 局 部 产 空间 族 的 归纳 极限 未 必 完 备 . 例如 , 设 
w( Aa) EF an CADAR SE Bl 21 中 的 局 部 了 凸 空间 , 则 wk4a) 完 备 , 而 
(ot Aa) 的 五 纳 极限 wo, CAFE AR ES. 

注 “我们 还 可 进一步 构造 一 个 (LB) 空 间 , 它 不 是 有 界 完备 的 
《参看 [90j,pp. 52~53). 
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SAS MSA. ASA Baire 空间 


引 言 

本 音 涉 及 有 关 桶 空间 与 固 空 间 方面 的 例子 . 桶 空间 的 概念 已 
在 第 八 章 中 作 了 介绍 ,现在 再 介绍 与 本 章 反 例 有 关 的 其 它 概念 和 

局 部 是 空间 XAT HE BRAY. BIE MK AX OETA 
RFS. 

Fa BB 2s Va] X PRS 8). BR Xe A Eo 点 的 
— > 4h be. SR. ABS BY Fréchet SASHES e a 
23 lel. 

定理 1 序列 完备 的 拟 桶 空间 是 桶 空间 . 

定理 2 WX ESBS. FRR Se: 

(2) X 是 桶 5 拟 桶 ?空间 . 

Cb) X Hag oC OAREN ,和 X) 有 界 ? 子 集 必 是 等 度 连 
续 的 、 

(co) 五 上 的 每 个 上 半 连 续 ( 有 界 上 半 连 续 ) 半 范 数 是 连续 的 . 

局 部 凸 空 间 扎 称 做 园 空 间 ,是 指 蕊 中 每 个 凸 的 平衡 蜀 集 都 是 
2 点 的 一 个 邻 域 . LSS ed A SL. EY BS EE R 
空间 . 

定理 3 OWRD EA 天 是 周 空 间 , 当 日 仅 当 关上 的 每 个 
有 界 半 范 数 旦 连续 的 - 

Cb) fay eh 423 la] X 32 DS AT 5 HA OX BI R 
间 Y 的 有 界线 性 映射 是 连续 的 . 

定理 4 周 空 间 的 强 对 偶 是 完备 的 . 

推论 1 襄 扎 是 可 度量 化 的 局 部 上 空间 . 则 下 述 命 题 彼此 等 
价 : 


(a) (X', BCX, X)) AE 

Ch) CX' ,BCX', 革 )) 是 拟 桶 空间 . 

Ce) (X BX’ XDE Z A. 

局 部 凸 空间 X ACERS. BX EMT RA A 
都 是 连 续 的 . Feo A 2s TX BK GA BB SY fa) Bs Se) , SH 
天 中 的 每 个 凸 的 疝 集 BE o AATED, PRT RT o 
的 序列 终于 在 Bp. 

定理 5 设 蕊 是 局 部 凸 空间 , 则 下 列 命题 彼此 等 价 : 

(a) X #2 s fal 3 (4. 

《by X PRE ARR o 点 的 一 个 序列 邻 域 . 

(co) X 上 的 符 个 有 界 半 范 数 都 是 序列 连续 的 . 

局 部 四 空间 束 称 做 凸 序列 室 向 ,简称 < 序列 空间 ,是 手 革 中 
的 每 个 凸 的 序列 开 集 都 是 开 的 . 

定理 6 RX SPAS. ME Alte MRIS tt. 

(a) X Bc PRS R. 

Cb) X PREP AP 5 BAB A). 

Co) 二 上 每 个 序列 连续 的 平 范 数 都 是 连续 的 . 

Cd) X PRET o 点 的 凸 平衡 序列 邻 域 都 是 。 点 的 一 个 邻 域 . 

Ce) 外 中 每 个 vb 点 的 出 的 序列 邻 域 都 是 oo 点 的 一 个 邻 域 . 

定理 7 局 部 凹 空间 六 是 固 空 间 , 当 且 仅 当 让 既是 c 序列 空 
ELKE s AZA. 

局 部 西 空间 X 称 做 所 MBS ER pA ERSE 
BCX’, XO RAE ADEE X ,XX) 相 对 紧 的 . 

显然 , 氢 桶 空间 是 拟 MM 桶 空间 ， 

局 部 凸 空间 Xs AD Es) BE CX” ,olX' XY) IRE 
AH AGEE X 称 做 有 性 质 (c), 是 指头 中 的 每 个 ef 天 ,和 ) 有 
界 子 集 是 (X. KHARAT BY. 

EROR XX Be AE BBY EID =X PBX 
HURT TD POX. X 称 刁 自 反 的 ,是 指 CX8)' v= X. 
显然 , 自 反 空 间 必 是 半 自 反 的 . 


定理 8 WAMBO XY REAR, 4ARABT aX., 
X 8 ABE oO XX ORE. 

(b) 局 部 西 空间 XE RA SHEH X eS. AX 
每 个 OK XG ARE OKA ARB. 

RRD lal X PF CDP Si. oe X we RAR 
Ay A. C2) a o AY A A et BS a ee 吸收 一 切 
ETR UN VÆ o Ame. 

Jeg BBY Ze A X BR RS) EIE X A ee E a XX" 
中 的 每 个 AXOR ATERAT X 的 某 个 有 界 子 集 的 oCX"， 
XA. 

容易 证 明 , 赋 范 空间 和 半 自 反 空间 都 是 特异 空间 . 

定理 9 AMOFA XER, AARE XD) 
Se FG SS UE]. 

推论 2 AHEM wee eX BRS, 当 且 仅 当 
BCX BCX, X) FE LSS fa. 

REPCE X 称 做 可 数 桶 空间 ,是 指 XE (XX) 
EATR BARMERA XX' 中 的 至 多 可 数 个 等 度 连续 之 并 ,那么 8 
本 身 也 是 等 度 连 续 的 ;XX 称 做 可 数 拟 桶 空间 ,是 指 X' 中 的 每 个 
BX DOART R BUERE 了 中 的 至 多 可 数 个 等 度 连 续集 之 
并 ,那么 召 本 身 也 是 等 度 连 续 的 . 

显然 , 桶 空间 ( 氢 桶 空间 ) 是 可 数 桶 空间 (可 数 拟 桶 空间 ). 可 数 
桶 空间 是 可 数 拟 桶 空间 . 

局 部 上 号 空间 OX PRR o HS MB, GS XP (OX OAR 
序列 是 等 度 连续 的 . X BR o RSS I. GR XX' 中 的 每 个 BCX'， 
及 ) 有 界 序列 是 等 度 连续 的 . 

显然 ;可 数 桶 空间 (可 数 拟 桶 空间 ) 是 o 桶 空间 to 拟 桶 空间 ). 
5 桶 空间 是 e 拟 棚 空 间 . 

局 部 凸 空间 X 称 做 序列 桶 空间 ,是 指 了 Y' 中 的 每 个 aCX' ,XX) 
收敛 序列 是 等 度 连 续 的 . 

显然 ,= 桶 空间 是 序列 桶 空间 . 


li. 


REDAT XR KEI) RAE X 中 点 的 平衡 , 凸 、 闭 
邻 域 序列 {V.} 的 交 是 一 个 桶 , 则 门 KTV, 必 有 是。 点 的 一 个 邻 域 ; 
称 做 氢 桶 空间 ,是 指 若 X 中 。 点 的 平衡 . 凸 , 闭 邻 城 序列 :Y, 的 


交 是 一 个 图 \ 桶 , 则 站 天"Y, 必 是 o 点 的 一 个 邻 城 . 


显然 ,KK 桶 空间 是 天 拟 桶 空间 . 
关于 上 述 各 种 空间 之 间 的 相互 关系 可 列表 如 下 ， 


< 序列 空间 
sA 
Ee k y al 
拟 好 桶 空间 
拟 桶 空间 
桶 空间 +4 可 数 拟 桶 空间 -一 o 拟 桶 空间 
a 
可 数 桶 空间 1 i 
z 梢 空间 序列 桶 空间 


ATER CO) 


{JL 
AHER Cs 


SRE Ths A X 称 做 Baire © iB), i E ER ERRAR 
的 递增 集 序列 的 并 集 . 局 部 凸 空间 X 称 做 Baire-like 214], HEE 
不 能 表 成 无 处 稠密 的 平衡 凸 递 增 集 序列 的 并 集 . 

Fréchet 空间 是 Baire 空间 . Baire 局 部 凸 空间 是 Baire-like + 
间 

局 部 凸 空间 X 称 做 元 序 Baire-like 空间 ,如 果 夺 不 能 表 成 无 
处 稠密 的 平衡 凸 集 序 列 的 并 ， 

AF Bairc-like 空间 是 Baire-like 空间 . 
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Jog So 28 fa] X PR Montel 空间 , WR X AHS AL, AX 中 
fh “(SFE ETRY. 

Montel 空间 必定 是 自 反 空间 . 

局 部 症 空 间 X Bed Schwartz 空间 .如 果 对 于 成 中 oo 点 的 每 
个 闭 平 街 山 邻 域 忆 ,存在 o 点 的 邻 威 了 ,使 对 每 一 ec>0. 集 可 被 
ARET ol! HFEA K. 

定理 10 局 部 出 空间 外 是 Schwartz Sh]. YARM4Y PRK 
件 成 立 : 

(OX 的 每 个 有 界 集 是 全 有 界 的 ,有 上 且 对 46 点 的 每 个 闭 . 平 衡 . 
下 邻 域 上 ,存在 6 点 的 邻 域 V, 使 对 每 一 a 汪 0, 存 在 U 的 有 界 子 集 
A ig 


V Cai +A. 


1. 存在 某 个 研 范 空间 , 它 不 是 桶 空间 ， 

容易 证 明 , 第 二 纲 的 赋 范 空间 特别 是 Banach 空间 必 是 桶 空 
间 . 然而 , 韭 第 二 岗 的 赋 范 空间 不 必 是 桶 空间 . 例如 , 设 9 一 Re 代 
表 一 切 只 有 有 限 个 非 零 坐 标的 数列 所 组 成 的 线性 空间 . 对 一 
560, 

x || = suplé, l, 
do, dej DARA A, A 
A= irii] <n = 1,2,3,4} 


Æp. [lol] ) 中 的 一 个 平衡 .吸收 的 闭 凸 集 , 即 4 是 一 个 桶 .但 对 任 
E es>0,4 不 能 包含 {z| lel ce 因此 ,A 不 是 6 点 的 一 个 邻 域 ， 
Bl Cg, lel >) AEA E. 

2. 第 一 纲 的 桶 空间 ， 

容易 证 明 , 第 二 纳 的 局 部 凸 空间 必定 是 桶 空间 . 但 是 , 桶 空间 
不 必 是 第 二 纲 的 . BA EX FE AR ESS EX h 
切 吾 的 平衡 吸收 集 所 组 成 的 集 族 .了 于 是 ,在 驴 圭 存在 队 一 的 局 部 
下 拓扑 使 路 是 (和 ,站 中 点 的 -- 个 邻 域 局 部 基 [ 参 看 [178],p. 
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92). Blk. (X n Æ — PAS al. 

容易 验证 ,t+ EX 1 BOR A Fe AB Gh MA Xx” — XX", BD 
关上 的 每 个 线性 泛 函 都 是 连续 的 . 

兹 证 ,线性 空间 7 的 等 个 真子 空间 5 一定 是 包含 5 的 一 切 最 
大 子 空间 之 交 . 事实 上 , 因 XX\S 关 所 , 故 存 在 :roE Ko ES. EAL} 
是 5 的 一 个 Hamel ESRI PKR AX HAR AA A ro 的 
Hamel Æ H= {f'l 然后 定 尺 下 上 的 线性 泛 陪 让 使 了 (ro) 一 1 ,而 
ES b.f=0. FE, 

t= la| = 0 DS, 

Basi 因此;S= NA 

FR UE CX 47) A a SSS RARER ERKE TABE S 是 
下 的 真子 空间 . 因 对 fEX*, 有 /EX', 故 

f! = {r| fr) = 0) 

是 (六, 的 闭 的 最 大 子 空间 . 前 面 已 证 ,S$ 是 包含 9 的 一 切 最 大 子 
空间 之 交 , 故 5 也 是 闭 的 . 

$ X= US. RES, 是 又 的 真子 空间 , 则 S, EX 的 闭 的 真 
子 空间 ,从 而 S, 是 无 外 稠密 的 ,即食 是 一 个 第 一 纲 的 桶 空间 . 

3. AR ay BS a te A ST. 

HEX = RO PEX ER BB BED co, MCX 
个 桶 空 问 , 它 也 是 完备 的 (参看 [84],p. 67). 

HUX ,rz)? 趟 可 度量 化 - 事实 上 ,外 显然 是 有 限 维 欧 氏 空 间 R* 
(它们 都 是 Fréchet 空间 }) 的 严格 递增 序列 的 严格 归纳 极限 , 假如 
可 度量 化 ,部 么 站 将 是 一 个 Fréchet 空间 ,从 而 它 是 第 二 网 的 . 
然而 ,由 于 对 每 一 ,和 恒 等 映射 RR" 一 RT' 是 一 个 内 射 ,因而 六 是 可 
数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 , 即 XER- AW EATE AX, E 
可 度量 化 . 

4. 不 可 度量 化 的 固 室 间 . 

wxX= [| R RER ABR 尺 的 副本 并 取 通 常 拓扑 . 


tE [6.1] 
H 区 是 不 可 数 个 可 度量 化 空间 之 积 , 故 XX NY EB CO 
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局 部 凸 空 间 之 积 仍 可 度 明 化 , 当 且 仅 妆 它 是 至 多 可 数 个 因子 空 阿 
ZED. 另 … 方 面 , 据 Mackey-Vlam 定理 [参看 [95],p. 392).X 是 
曾 空 间 . 

5. ASRS Seaham. 

第 一 例 ”一 个 园 空 间 , 它 不 是 桶 空间 . 

设 X=R™ H r= hE, S 

| xj] = sup|é,|, 

WOO, 上 "是 一 个 赋 范 空间 ,从 而 是 一 个 加 空间 .但 (X, |] FR 
是 桶 空间 (参看 例 1). 

第 二 例 一 个 桶 空间 , 它 不 是 和 面 空间 . 

这 个 例子 分 别 属于 Nachbin tg Shiro!” 读者 MENE ， 
可 参看 他 们 的 原文 . 

6. FER UMAS CRAPS SH LKB 

设 区 是 一 个 桶 空间 , 它 不 是 园 空 间 ;Y EAM, ERE 
桶 空间 (参看 例 5). BR RSA XY 是 一 个 拟 桶 空间 . 然而 ， 
之 XxY 既 不 是 园 空 间 , 也 不 是 桶 空间 . 因为 没有 是 XX 中 的 一 个 是 的 
HR ETE X P o ANAREM AX 是 XXXY 中 的 固 集 ， 
它 不 是 XxY 了 中 4 点 的 一 个 邻 域 . 因此 ,XXY RAS a]. 其 次 ， 
E BEY 中 的 一 个 桶 , 它 不 是 中 。 点 的 一 个 邻 域 , 则 XB 是 
XXY PH— PR. ERE XXY Po AAS. BUX XY 
不 是 桶 空间 . 

7. 一 个 所 MES). CRBS. 

容易 证 明 , 拟 桶 空间 必 是 拟 M4 桶 空间 . 但 是 ,这 个 命题 之 道 并 
不 成 立 . 例如 , 设 {X, :| ) 是 一 个 无 穷 维 Banach =e lB), SCX, 
MOER M 橘 空间 . PL M 桶 空间 和 仅 依赖 于 对 倘 空 间 , 即 当 
(Cr =X, Yell VAT. CX IRA M 桶 空间 , ee CX, :| 
SOK OX XY TA, Xo XX) M ST RIE 
然 不 是 拟 桶 空间 . 

38. 一 个 半 轿 空间 , 它 不 是 s 轩 空间 . 

考虑 Banach 空间 
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P= {x = {6}| < }, 
r=! 


Wa |] = (S516, /73"". 
a | 
Al 69) EPA We AES A A EE AP EDD 
是 一 个 半 轿 空间 . 
RUE oP LORE s ASE. 为 此 ,我 们 只 要 找 出 站 中 的 
—P OPER OL FAR ERE o AM —F oP ER a. 


今 


B=‘rEPl|[ rll <1}, 
并 设 # 蚌 总 上 的 范 数 拓扑 , 则 B EP Po ATER e 
邻 域 .因此 ,如是 一 个 凸 . 平 衡 的 zx E A P ak, 有 有 界 集 与 
民有 界 集 是 一 致 的 , 故 妃 也 基 导 中 的 凸 的 平衡 的 ef2 PR. E 
二 不 是 尼 忠 点 的 ec 序列 邻 域 .事实 上 ,关中 的 单位 向 量 序 
Fie SW RE o, 即 {1e) 是 =) 收 笋 于 oo 的 .其 中 

Gn = (0,0,1,0, 1,050), 
Mi lle ll =1,tles SBA FE BOM RAB? Po AH 
a? 0) FEF Bm. Ai. S02 PORE s MSA. 

9.c RASAS s AAEM. 

第 一 例 —ths MS) CRB c FINE N. 

Jey BB oo ae tH) X PRA braked 空间 ,是 措 任 给 X PRAF oh 
序列 {zx,} EEEE RR SI A), fA t oo APPS (Ae, E X p 
Wee F o. 

Snipes[5s] 指 出 braked 2 B 2652 s 23 [A]. 

BITEZ. AB AN SC d s SSB). 为 此 ,只 
要 证 明 它 是 一 个 braked 空间 即 可 , 设 w 是 上 的 范 数 拓扑 , fx, } 
是 2 中 依 弱 拓扑 LP ORL PRAT o 的 序列 . 因 中 序列 的 
范 数 收 侣 与 弱 收 化 是 一 致 的 , 故 {z,} 也 是 = WE o AY FES. 因 
(2 是 贱 范 线性 空间 , 故 它 显然 是 一 个 braked 空间 .因此 ,存在 
TE SEAR PU (AL) AB Am +20, PA FRAGT uw ACF o M 
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而 它 也 是 oC LRT o HPS BP 2 OE T 
braked = Hj. 

ZEME U o EED ARE e FA EE 中 的 单位 球 

B— {xe Pilek <1} 
BOW RHE ORIF R ETE TORR. A 
WEO OR E e 序列 空间 . 

第 二 例 —h ce FIRRA, CARR s BS. 

AF 8 FB SC 2° PE RD co PA SS ee, 
PE E a). AEC? ol O ANSE o SS lal RT] Re ey 
一 个 凸 的 平衡 的 oS). AE ERE P bo 点 的 -个 ao CF 27), 
序列 邻 域 即 可 . 易 见 ,单位 球 

B= {jæ E P| <1} 

是 二 中止 的 平衡 的 o C2? 2?) BE. ARR D SC 2D) 与 
(22008 52). HT ABA PO. MOE) AA PE. 理由 
如 下 :线性 拓扑 空间 中 集 4 有 界 , 当 且 仪 当 任 给 AAAS Ce} 
与 任意 实数 序列 {4 "jim 二 0, 痢 有 lm 和 x 一 0. 因此 ,如 也是 让 中 
的 平衡 的 oF) ASE. 然而 ,可 以 证 明 B 不 是 上 中 6。 点 的 
PUP Ja TASR EA E P p ARA R E e) E 2, De 
RY o AMA EEE oC 2) WF o 4B |l e || =1=1,2, 
Ben Br= 1.2.7) AB REE Ho SAY 022). RISB 
dh. 

这 个 例子 属于 Snipes, 

10. 存在 某 个 完备 的 局 部 凸 空间 , 它 不 是 拟 桶 空间 

设 芋 是 一 个 韭 自 反 的 局 部 是 的 Fréchet 25 ial, aN, X= co, M 
Mackey 空间 (X' mX ,XX)) 是 完备 的 半 自 友 空间 , CX a CX", 
六 的 强 对 偶 立 不 是 自 反 的 ,区 (Xm(X',X)) 也 林 是 自 反 的 [ 自 
友和 空间 的 强 对 偶 必 是 自 反 空间 ). LAP ARASH AR, 
当 十 仪 当 它 既是 半 自 反 的 , 义 是 拟 桶 空间 , 故 知 CX va OX XDA 
是 氢 桶 空间 . 
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11. 存在 某 个 特异 空间 , 它 不 是 半 自 反 的 . 

可 以 证 明 , 半 身 友 空间 必 是 特 措 空间 . 然而 ,特异 空间 不 必 是 
半 自 反 的 .例如 , 设 关 是 一 个 非 自 反 的 Banach $ E) I X EH 
空间 , 且 是 氢 棋 空间, 但 苹 并 不 半 自 友 ,因为 局 部 凸 空间 为 自 反 
SAR SERB Re. XERA Bd. 

12. 存在 某 个 局 部 凸 的 Fréchet 空间 , 它 的 强 对 偶 既 非 回 空 
向. 也 非 柄 空间 . 

BX #-WRA SY BAS rz 一 x} 所 组 成 的 空间 , 侍 对 每 
一 自然 数 ,都 有 

Px) = > [er < 十 ce 


tf 


这 里 
Ge {i> E E rte 
oT li, in, 
TR AB ROK Cp. AER XEK- PR Sh OX BE 
局 部 凸 的 Fréchet 空间 . 
Grothendieck59 指 出 ,这 个 空间 的 强 对 偶 既 非 疝 空间 ,也 非 桶 
空间 .我 们 简要 地 介绍 这 一 论断 加 下 ，; 
a XB AY PR SS fa] X' 是 一 切 这 样 的 二 重 数列 xz= {wi} 所 组 成 ， 
使 对 一 切 1,7 和 某 个 常数 HO 及 nEN, 都 有 
ll SS ca 
令 BE US {r ps (<1) OR BUS, DUB, |p NEB XT 
中 的 有 界 子 集 的 o APREA. 
b. i W ARRUE, 的 凸 FAE WwW 吸收 X' 中 的 每 个 有 
ATR HW RRA IR u= (up CX’ ,使 对 每 一 i, 存 在 ; 而 有 
Jal 2. 
c 给 定 正 数 序列 p= 1p.) ,定义 ue? = le EXE al? =0, 
MGs) A Crk bibs ME eh = 1 kK, MIE HR BPI Ot ule © 


aB. 因 对 每 一 给 定 的 p, 具 有 一 般 项 为 5 一 2 22u" 的 序列 (5 
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是 XX' 中 的 弱 Cauchy JP 9. ARE BORE REE SEX. 
d. 对 X hp oo ARIES BoB EX pM BA HE 
在 正 数 序列 p= {p ,使 


DeB, C i, 
eH. Be 代表 U ob BDF A. AS e P Pa O T 
Bi, Wt aE — BR a SW CB. A see. sew aa wR 
包含 BBW AAS X RHE — o SADT OBR. Alte. OX", 
POX XD) AS Fe ae fa). OA Ap YOY E E A ja BS ed 
XM POS XD EA Sh HR RAAE ATS Be 
Li45}.p. 153). it. CX. BOX XD EA A. 
注 这 个 例子 也 说 明了 园 空 间 的 强 对 偶 未 必 是 四 空间: 桶 空 
间 的 强 对 偶 未 必 是 桶 空间 . 
13. 存在 某 个 特异 空间 , 它 的 强 对 偶 不 可 分 . 
Banach 空间 上 基 特 并 室 间 , 调 它 的 强 对 偶 让 并 不 可 分 . 
14. 存在 某 个 特异 空间 , 它 的 强 对 偶 不 可 度量 化 . 
设 4 为 一 序列 空间 ,我 们 定义 A 为 一 切 这 样 的 序列 u= {x} 
所 组 成 的 序列 空间 ,使 对 任何 z= 二 {x;}€ 4, 数 积 
ut = = Du 


He TW Be. 例如 , 若 代表 一 切 数列 所 组 成 的 序列 空间 . 多 代表 一 
切 有 限 数列 5 即 只 有 有 限 多 项 不 为 0 的 数列 ) 所 组 成 的 序列 空间 
则 a” =p ge IN ADe WM A 4 jz 成 为 对 偶 空 间 . 在 4 上 定义 
半 范 数 . 


p= D ele lal, «= tel €A, 


J EE BR Cou HAE A ERE Th a th BRAT Be BS 
拓扑 为 正规 拓扑 . 

TERIER o KREME M w 为 一 局 部 凸 的 Fréchet 
E AL, NE BY BR TBR Ceo”, Ben.) 一 (yg,Blp,w)) 是 一 个 不 可 度量 
化 的 桶 空间 . 
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15, 存在 某 个 特异 空间 , 它 不 是 拟 桶 空间 . 

设 了 了 是 一 个 非 白 反 的 Banach 空间 ,天 Æ Mackey 空间 (YY'， 
mE GYO ; 则 X=Y: 且 XX 上 的 强 拓扑 训 是 范 数 拓扑 .这 是 因为 
oY YS ARR EWA AM. TE X 是 一 个 半 自 皮 而 不 自 太 
的 局 部 凸 空间 . Fl — Pe OS fay Ay 2 i. ELAR SE BRE A 
KRZR. ae SS ED OX A eB. SAG OX EA 
We “a5 [e) ,因而 它 是 一 个 特异 空间 . 

16. 存在 某 个 有 界 完备 的 局 部 凸 空间 , 它 不 是 序列 桶 空间 . 

设 是 一 切 数 列 所 组 成 的 线性 空间 ,再 设 a 是 -一切 这 样 的 数 
人 询 1a} 所 组 成 的 集合 ,使 得 4 二 0 或 和 二 1, 且 


1 
a On on}, 


w= lac=f{ar}la=tasCar=(xr}Cou), HF Ale| Cw’ am) 
AR ow” 上 的 正规 拓扑 , 则 有 

LA) Bw" an) =R Cw w) 

(B) alo” rw e | Cw” sn Er wo) 

A t. A iE o” W -F EE ole a) A RR YAR YER 
|o| Co” ,en 有 界 的 . 

(©) w WE al Ca" ,cm.) 有 和 界 子 集 是 |oi(w*,w) 有 界 的 . 

上 述 断 语 的 证 明 , 可 参看 [173]. 

今 设 pg 是 一 切 有 限 数 列 所 组 成 的 线性 空间 , 则 yg 中 的 每 个 
otg,w) 有 界 子 集 都 是 有 限 维 的 . I HE CBD ACC) go a gA 
alysww) 有 界 子 集 也 是 有 限 维 的 . FE JRS N pmp o) E 
有 界 完备 的 . 另 一 方面 , 据 CA), (ww,atwo,p)) 是 具有 完备 化 空间 w 
KAARE M ww 的 可 度量 化 的 桶 空间 ,因此 , Cp on (gps on) REE 
列 桶 空间 (因为 ,若是 可 度量 化 的 局 部 凸 空 间 , 使 (EE',m E, 
5)) 是 序列 桶 空间 , 则 到 必定 是 完备 的 (参看 [173])). 

17. 存在 某 个 园 空 间 , 它 的 强 双 对 侦 不 是 围 空间. 

WAA -无 限 集 , Sf} REM TE A 下 的 正 值 画 数 序列 ， 使 当 
ij 时 ,对 一 切 AC A ABA 


令 
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TA Sh fC, 
于 是 .我 们 得 到 一 个 出 空间 五 . a Banach 空间 序列 ;天 的 归纳 
极限 A 的 单位 球 是 
EILE, S LARA E AL 
Be UF PAE ee PRLS ,使 得 HOB Eh ffl 2S JA). 事实 上 OF 
是 A EF iE PR e BE TES 
SUA BOD) poe. om Lae 


Aga 


TEFA ASEME g 可 视 为 上 上 的 连续 线性 江 函 /一 
DEDE) :天 也 可 袖 为 五 的 了 空间 Ss a R E 


是 一切 这 样 的 随 数 AE 二 组 成 ;除了 有 限 个 AE ALA fA tt 
Sheth HRA AG A lS RA a AO. A EOE A E EM The 
Mf. AH Ay ERA Es ALS [ed BEE i Dag RE}, 
使 得 FN gE as UA RUT. RT BA. HER OA BRE 
对 (所 组成 之 集 . 并 令 


, jme n Hy 

filum) = | o 
lh. nous? 

即 of 《参看 例 12). 

18. 存在 某 个 可 数 桶 空间 , 它 不 是 桶 空间 . 

Ae r Jah fai e PY PE E AE GS E AE E E PE) SE AT B E e a DFO 
fea] 5 Hr] COE > 2s fia] ts E o RA E A s 32. APY A e E fk 
WY Sie He Ha 2895). Oey A. ey H BL 局部 看 空间 的 音 对 
僵 必 尾 可 笋 桶 空间 , 然而 , 例 12 已 经 指明 , 它 未 必 是 帆 空 间 . 

其 实 ,还 可 进 - a Bi 个 半 自 友 的 叮 数 桶 宰 间 , 它 不 是 桶 空 
i] (28 Gl 90j ,pp. 54-~55). 

19. 存在 某 个 可 数 拟 桶 空间 (因而 是 o 拟 桶 空间 }, 它 不 是 o 彬 
空间 . . 
设 g 一 RY 是 有 限 序列 空间 ;并 让 8 上 取 上 确 界 范 数 拓扑 , 则 
e Ay — E Ss Hl Cy RE b E pS Jot BB tS as fh es EBs fe, Md E LA 
反问 ,当然 也 是 可 数 拟 精 室 间 . 另 - -i a e- SW BSS BE 


ete SE 


BHAS WD. 2ZERo MSH MAE DR B— PAS BL. 而 例 5 中 
的 第 一 例 已 经 指出 ,@ TERT ERCEG TE oo HB. 

20. 存在 某 个 序列 桶 室 间 , 它 不 是 o 拟 桶 空间 . 

如 所 周知 ,1* 是 完全 序列 空间 ,上 ! 是 它 的 Kothe 对 偶 空 间 { 参 
ALD. AEG ,mt 让) 是 序列 桶 空间 . 事实 上 ,因为 Köthe 
函数 空间 A TE Mackey ith m (A, A’) F EE FF Bi A SS fa] —— Ze 
Kathe 函数 空间 4 中 ,关于 弱 拓 扑 下 的 每 个 Cauchy 序列 必定 是 弱 
We RAT s BIT EA CE ae 2 ,中 )) 是 序列 桶 空间 .但 0 m ,711)) 不 是 
rz 拟 畏 空间 . 

21. 存在 某 个 具有 性 质 人 ec) 的 局 部 凸 空间 , 它 不 是 = 桶 空间 . 

Be OX pe PA EE STH XS EX 的 代数 对 侦 . AX 89 
每 个 oo X" ORR TEME oX NOWRA, OX, 
DAAM Ce}. 

HEC 0 XX") ALL o APSE. Hkh ik BOW X WER 
个 Hamel 基 ,5 W BYR TE. 对 .xzE Bi fF, BX RRO HE 
PA ve BVic SO) =O. SCO =1. FRE 

A= filz €E Bat 
EX ETR OX ,下 ) 有 界 字 集 ,并 旦 不 包含 六 的 有 限 余 维 子 
空间 . 因此 ,4 不 是 等 度 连 续 的 ,从 而 (X.a(X,XX")) 不 是 # 桶 空 
FE]. 

22. FERS GS. CRA IA (s). 

Al 具有 Mackey 拓扑 的 完全 序列 空间 是 序列 桶 空间 (参看 
[173 D, A P s mCP 500) FEE BAB SS TL. 然而 , 它 显 然 没 有 性 质 
Cs), 

23. 存在 某 个 (DF}) 空 间 , 它 不 是 可 数 桶 空间 . 

 9= RO FA BFE USS Ay SEE p EB ae Re th 
9 为 一 4DF) 空 间 , 另 一 方面 , 例 19 已 经 指出 ,不 是 e 桶 空间 ,从 
而 也 不 是 可 数 桶 空间 (可 数 博 空间 必 是 c 桶 空间 )， 

24. 存在 某 个 (DX) 空间 , 它 不 是 拟 桶 空间 . 
fA 12 中 的 局 部 凸 的 Frachet 空间 ,其 强 对 偶 是 一 个 (DFT) 空 
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间 . 但 它 不 是 氢 桶 空间 . 

25. 存在 某 个 无 氢 桶 空间 , 它 不 是 五 桶 空间 . 

设 闪 是 一 切 这 样 的 复数 序列 x 一 1x;} 所 组 成 的 线性 空间 ,其 
中 只 有 有 限 个 x 不 等 于 0. 在 外 十 取 逐 点 收 全 拓扑, 则 及 为 一 叮 
度 基 化 的 局 部 凸 空间 . 因此 , 革 是 拟 桶 空间 ,从 而 也 是 K aS 
jay. 

AEI EA KEX EE K 桶 空间 . 为 此 ,我 们 考虑 

U, = {z = ix} E X in| S LIKS), 

METEU, 是 汉中 o 点 的 凸 的 平衡 财 廓 域 .它们 的 交 是 区 中 的 一 


Si. > 


UK) =f) {KU VK El, 


By = Oa” = ay dant gels Oa Oates 
WW B= {a n=l, 2E X PRT AT. ASHE Kiel. BR 
OU CK) BK it X AR EK Hh lal. 
26. 存在 某 个 线性 空间 上 两 个 可 以 比较 而 不 相等 的 范 数 ,使 强 
范 数 是 桶 空间 而 弱 范 数 是 Banach 空间 ， 
WX, ADETA E Banach 空间 ,上 是 碟 上 的 不 连续 线性 
ZAX E f RE. BD 
X {TE X| f(x) = of. 
Wr X i fay =1 8 x || = 一 1 并 考虑 贱 范 线性 空间 (和 ,四 
Lxj,p), 这 里 [xj 代表 由 x 牛 成 的 一 维 子 空间 ,p 是 由 下 列 等 式 确 
定 的 XA” elt hi: 
ply tAr) = jyl + Aliy © X, 
显然 , 范 数 户 严 格 强 了 于 范 数 小半. 据 Dieudonné "4, X. ÆA 
空间 ,从 而 XX, 中 [zj 也 是 桶 空间 . AX, 在 X 中 的 余 维 数 为 1 ,故我 
MTC X MH XY Ole]. FE RIDEI] |e 是 
Banach 48 A)T CX,.La]. 6) 42 HA 1A] (JE Banach 空间 ). 
这 个 问题 是 由 Wianskyb 提出 并 由 Cochran 和 
Mackherjee “A HI. 
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Be ey EZR PETE PX ERB PHFD er supii gh ite Xb ait 
FER y He Sh. Saxon 和 Wilansky! 还 提出 下 还 
aot Eg RARE TA XL ASP PS AS ay Eet a TT. AE 

XET ADH SS fe]? Wilde 和 Tsirulnikov! "指出 (CX, 不 
ces <a). 读者 如 有 兴趣 ,可 参看 作者 的 原文 ， 

27. 一 个 桶 空间 的 闭 子 空间 , 它 不 是 桶 空间 ， 

可 以 证 朋 , 桶 空间 之 积 是 精 空 间 : 桶 空间 的 商 空 间 是 桶 空间 ; 
桶 宝 问 的 直接 和 是 桶 空间 ; 情 空 间 的 严格 归纳 极限 及 归 钠 极限 俏 
是 桶 宪 间 .但 足 ,; 桶 空间 的 子 空间 不 必 是 桶 空 阿 , 事实 上 ,由 村 任何 

-个 Hausdorff Ja 86 24 35 (rll E SE > A SS Te AY a) R 
L93]), RRNA R — +P Hausdorff ey ay 23 fe]. ERE AR 
E BDAY 

icy ee DAT O AG RET ATER R AER PES le BE os 上 ;的 
Ei FER The Ac. EAD SETHE. REAL AR EM Coe) 
Beco.) LOR e, 如 下 ;对 每 一 4 一 全 E Cn. 

ECE) = Bs, 
FU grat FE Coe eer) BB Coy oe) EAGER EE E SE HN ES AE ME rE ens 
(an Ce FE Conse) PCF x. 此 外 ， (gt 在 右 办 集 上 是 -- 致 有 界 
的 ,理由 如 下 ;如 时 旦 是 fo 中 的 单位 球 , 那 么 对 每 -… ee CED 
CB, iit 


U glB) CR, 

LON u PRA T uo PEA g) RO SE E E SE, MA Cou) AS 
E 8 Pa]. 4 PR tt AR EADS r. 

E ATPL FA T ASS OT A SS BT Ag oS 
ED HH PE HA ae RE OA E fa) CAT BB Ss OBR 2s. 

28. 一 个 轿 空 间 的 闭 子 空间 , 它 不 是 圈 空 间 . 

可 以 证 明 , 面 空间 的 识 空间 是 出 空间 ;而 空间 的 直接 称 是 出 空 
间 ; 周 空间 的 闫 格 归 纳 极 限 帮 归纳 极限 专 是 痊 空 间 , ES s S e 
将 壬 空间 不 必 是 耐 空间. 例如 ， 
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设 w 代 表 一 切 数 州 所 组 成 的 线性 空间 ,vw 是 一 切 有 限 数 列 所 
HRA RHEE ELIE o Hp kE RIR a ap jah 再 设 go 
AUR o WB ADT FA RR Ee A woe 代表 多 的 副本 的 折 扑 可 数 
H. 令 


X = geo D wp, 


WUC BA) STARR E [a] dt 
X' = wp gu. 
A HE Vea] A Fay BS FR 8 01 Py E UB] ae k XE FA SS H. S 
M = (2.2) |z E€ go [} op = ph 

W FM A XP A — a ae Cr COA AR. EF OBE OX" 
BMT as). EEE th POP EY. 

iE BE a OR RAS RACE 
完备 的 .从 而 是 一 个 桶 空间 . 因 AEREI MSR A RAR 
A. Ae. 

注 TRERTRTSASH ZARA BAS RTA a 
之 积 是 否 必 为 加 空间 ?这 是 省 末 解 决 的 -个 问题 . 

29. 一 个 桶 空间 , 它 的 一 个 稠密 的 不 可 数 余 维 子 空间 不 是 桶 空 
fa). 

Dieudonné!" , Amemiya 和 Komura 4) # TEAM T : 

桶 空间 的 每 个 具有 有 限 余 维 的 子 空 间 必 是 桶 空间 . 

可 度量 化 彬 空间 的 每 个 具有 可 数 余 维 的 子 空间 也 是 桶 空间 . 

Saxon 和 Levinlsi 进 -: 步 指出 , 桶 空间 的 每 个 具有 可 数 余 维 
的 子 空间 也 是 桶 空间 . 可 数 维 的 可 上 度量 化 馈 部 凸 空间 必定 不 是 桶 
空间 . 

应 当 注 意 , 桶 空间 的 不 可 数 余 维 子 空间 未 必 是 桶 空间 . Saxon 
和 Levin-tt! 构 造 了 -个 桶 空间 . 它 的 一 个 秋 密 的 不 可 数 余 维 子 空 
癌 不 是 桶 空间 . 

有 关上 述 命 题 的 证 明 以 及 反例 的 构造 , 均 可 参看 相应 的 文献 . 

30. 一 个 桶 空间 , 它 的 一 个 稠密 的 不 可 数 维 的 子 空间 不 是 桶 空 
18. 

设 名 是--- 切 实数 序列 所 组 或 的 线性 空间 ,并 在 上 取 乘 积 拓 
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hs 


fh. Ale E Ras fe). FRE EO AE - A Pe Ee 
间 , 则 六 是 吕 的 -个 稠密 子 室 间 SE eT Gh OP AB ES 
间 ,因为 2 
de = {o E RR S EN} 

不 是 0 点 的 一 个 邻 域 . 

由 于 请 空间 的 可 数 余 维 的 于 空间 仍 基 棚 空 间 , 因 而 己 是 一 个 
具有 不 可 数 维 的 非 桶 空 阅 . 

这 个 例子 是 由 Saxon 和 Levin HE RKI. 

31. 一 个 Baire-like 空间 , 它 不 是 无 序 Baire-like 空间 - 

我 们 用 症 代 表 一 切 实数 序列 所 组 成 的 线性 空间 ,并 在 w 上 取 
乘积 拓扑 . > 

X=Ha,€wla=0 当 态 木 属 于 某 个 1 时 ,这 里 fa 满足 条 
flim mA 一 9 则 天 是 w 的 稠密 的 线性 子 空间 , 且 X' 的 每 个 可 数 
OX ,有 界 于 集 都 是 等 度 连续 的 . 因此 ,站 荐 一 个 o 桶 空间 .又 
AX & 6 dh fh ES th. ke OX He A Baire-like 空间 (参看 
[168]. 

TR X= (ia, hE Xa, =O} X HAMAS le OX, 在 
X 中 无 处 稠密 , 且 


hy 


X= UX. 
Am X 7S SE IG FY Baire-like 空间 . 
32. 一 个 赋 范 辆 空间 (从 而 是 Baire-like 空间 ), 安 不 是 Baire 
空间 . 
第 一 例 ile.) Banach Sil? 中 的 单位 向 量 序列 ,又 设 


EE AEB SEIN. BIR (e) U (È be E L PR 
成 的 线性 子 空间 X 在 中 是 稠密 的 ,其 中 {z} 走 遍 自 然 数 序列 N 
的 一 切 子 序列 . AleX HAREE m=. 假如 存在 X =m 的 
EDEA RETE B, 而 它 不 是 范 数 有 界 的 ,那么 我 们 可 以 利用 
W EIA (Shding hump), M4 RUTA Ac} CB 和 NN 的 子 列 {1 ,使 
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得 
Hal Dhe, ! H el ours (k— exo}, 
roy 
BGR Bek DAR HERRA I. 因此,X fe 一个 桶 空间 .由 
PX 又 是 一 个 赋 花 室 间 ,从 而 它 是 Batre-like 空间 . 
没 AEX .使 得 


file) = OAT 
ey = On | 
gst, k: lo, keds; 


WAL X= UFD. BAR ED fe (CON EX PAREN 
WAT a Aa X KP ACRE L AX RB Baire 空间 . 

SOF) FERREE SO BR Saxon), 

定理 Oi, X # Hausdorff RH S CRATE AKI 
的 . MPSA Pe OP. CAD YR. H OORE nal, 
Zeer) WX AY BR BY Be eh HH aR A) a Pa] PS R. 

利用 这 -E A RR eon F: 

设 了 为 -一 无 穷 维 Banach 2 [a]. BORK AL Se EB Fy R 
fe CY Af SCY. A Ata =i || x, | =1 > 

A= ir © Yl RR Cr) 的 实 部 与 虚 部 均 为 有 理 数 } 
PEAJE- EAT XW ATK ARM Y 的 线性 子 空间 ,并 定义 
射影 PF : 


Pax) 一 Diode (rE KR), m= 1 

da iB ae AX HT 2 aR BT Bo Xb AY OSS EA KOS 
是 Baire 空间 . 

2% UE AS) X 是 桶 室 间 .假如 不 然 , 则 存在 BOO ETE X 
上 恶 点 有 性 而 不 等 度 连 续 . GRAY PERRY. MX TEY 
中 也 基 髓 密 的 .二 是,X' 与 天 可 视 为 同一 . A Y RS). 
RP zxEY\X, 集 fg (rjgEB) 是 巨 界 的 . RKE Als 
- (21K) |, 4d 


supilgCnijlle € B} <2 K,, 


B f(r 十 sx Gi 2.07) A 30 T ME a A BM SN BE Be 


Mer HM TE PI VEY. A x ty A. 此 外 
sup {ja | lg © BY < >) elk, 
i=l 


a 》) 2 一 |. 
i=] 

前 面 已 证 , {g(x) lE R BRM. FRB elo ts lee Bh 
是 无 界 的 .这 和 与 互 在 于 上 因而 也 在 如 上 过 点 有 内 的 条 件 发 后 予 
JA. ay LX 必 为 桶 空间 . 

33. — Mackey 空间 , 它 不 是 拟 桶 空间 . 

te X EdF AEE Banach 空间 , 则 Mackey 空间 (5X am CX". 
XDF ARH. ROX m(X XD RARE X AEG Re 
OX am OX" XDA EE BC Be 8 a G ST Re aE RA 
Ti OX" wn CX XDD AR A SF. 

34. RA AER (OR Mackey 空间 

Fay PB a SS Tay C2 wae 2 cE Mackey 空间 ,这 里 za 人 sc) 是 六 
上 的 Mackey fh. Hierso te d OOT EE Fl SE AY BC er Cd 
aD PRATA). 

35. — +t RAAG Macko SA. CRRA CO). 

Fak, E X e ee a a Gs a H AX BATER 
COM X ERE YY A HE TA J BS SS P) AX 不 可 度 此 化 ,那么 
A X E Mackey 空间 时 ,也 不 能 从 X AEON X 有 性 质 
Ce). BM. am G PFE Mackey j. A GaL EY 
CRB A ae EA AP PE RTO), 

AEE am PAN AA E C) 为 此 :我 们 令 


Bo fe, n = 1 


ea = [Oena 0.1.0..… dy 
HW B Ær pA Schauer CB BB | BA). dL Bab 
oe OFT Rag. SRT AT ATEN BEE ol OE. OE 
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ER vel MHE IE 
f= (Os0s.0.2,2,0°) 
的 序列 fer”. fe 
[Fl <1. 
TE. 4 n FE ARIS AG Ce, = 2 
(fie, — 9) = (foe) — (fsx) > 1 
因此 ,只 有 有 限 儿 个 有 ei 一 y 七 17, 这里， 
feo = {fz Eel] (fa) | 1}, 

Bly RA BN oe POR R.A RRB oe? ORM RA, 
Cam CE DAL PE AE Ce). 

36. 一 个 半 自 反 的 Mackey 空间 , 它 不 是 自 反 的 . 

ve 是 一 个 非 和 外 反 的 Banach 空间 , 则 Mackey © B(X’, 
O WX UXD EY H ER. 因 自 反 空 间 的 强 对 偶 必 白 及 ,而 CX',m 
CX" XO ASR MEE X FEARS Be ACCA a OX ,区 )) 也 不 是 自 反 的 . 

37. 一 个 Mackey 空间 , 它 不 是 5 HS A. 

$i] 35 已 经 指出 ,Mackey 空间 X= G2 om PD AACE 
C(O {LER ATE Cc). BI o FS EO AE Cc) OX BEE HSS 
间 . SEX 也 不 是 o 拟 桶 空间 ,这 是 因为 (X' ,olX' XP SE 
备 的 ,如 果 蕊 是 = 拟 桶 空间 ,. 则 将 导致 基 是 ec 桶 空间 的 玩 论 . 

38. 一 个 Mackey FAIRS CHS. CERES N. 

R X By -B4y AN af He Hamel Æ H AER PES fa. A 

Y = FE X | 至 和 多 有 可 数 个 6E HE f(r) #0}, 

MX ETA SB la]. i J SEX SEP Y KW OCY XOGATEE 
的 一 敏 收 伍 拓 扑 , 可 证 .1 是 与 对 侦 空间 < 了 ,站 相 容 的 拓扑 .首先 ， 
BRA 


Jy Do(X.¥). 
FLUC REX" EA Je EERE Of, FEE OR oY DOAR 
FR BCY , EX A eB’. PRA | f, (2) | 过 1. 今 
H, = {x E H| MRP SE BRS) FO}, 
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则 AY, 必 晨 六 的 可 数 子 集 . Se INET, EAP AEK A Ar 
E BM 

AADI E 
BHE CeO. AT .这 就 证 明了 了 

J mn, Y), 
dh Mackey-Arens sE FEC 28 0178 |p. 133) E agi ee A, 
¥ > #4 O46 FR. 

HY HR CY 4 AF SISA o AB. 邻 域 .内 
UP EE o IP oe OX YI. tf DL. CX a XY YE BE a 
AACE [A]. AE Mackey 空间 . 

BEE CX ert XY) AN SEAL TAL. A OE OTB 
TEARRE. HE - COOH , 令 人 是 立 中 这 样 的 元 素 . 使 得 

Na) = ‘lie 6 C, 
Od, 2 E HNC. 
PERAS eI CEA E Y HHA ay XO PR. TFE 
XO ER ALE EH AE oC g BAS PR X. 
XOPRPR. Fae AY UA HE a 4 不 是 等 度 连 综 的 ,从 而 (CX ,mCX PS 
是 桶 空间 . 因为 ,如 果 4 EE ESE ABA HERE mm XV 
的 - 然而 ,g 并 不 we X,Y ERE, 

39. 一 个 o 桶 空间 , 它 不 是 Mackey $ H. 

I PAY 38 Py a BBY Se TX J), 则 CX 7 E o FR SS TT 

HIE CX SAR RE Mackey 空间 ,. Hh. HX Hake 
3 所 组 成 之 集 , 使 得 如 果 oy BY 


3 
x o Ads 
EN 


Ma- rE M AETA Sl ARV E X pi PAR. U eo 
AAJ- Fe WI MAE FR HCH EERE ACK HIE 
E E LINE ALE. IER XUY 中 的 元 fi Y efl 38 中 
FURER XT VERE Pes TEA HME PRIR E A fh 
Mer 4O. PETE o> 0. WERT ADT, NEREA Hi 


i fix) | = 
mR SAVE CEH. EY Æa ah Pom XY AE. 另 
-AMV 不 是 0 点 的 J SBR. A Poston X YO RICK A RAE 
Mackey F fA]. 

40. 存在 某 个 4LE) 空 间 的 Mackey OH. CRE B, 完备 的 . 

Dicudonne Al Schwartz"! #2 44 F 28 fal Bl. 1 X =limind X, 是 
Pee CLE OAS), E X TEH, EA Rn AX, 都 
蚌 闭 的 , 则 五 是 否 必 为 闭 的 ? a AY) se CLP) 8 Pi] 
Mackey XHA E GH & B 完备 的 ” 

Grothendieck! 146 p , pep fa] Ba oe Se e FE ED 

Mukherjee!!!) gt — 36 43 a. 8 CLF) S AKI Mackey 3 
至 不 必 是 片 .完备 的 . 他 的 反例 如 下 > 

A =H,B = Jiz. 
REA SAIRE” SP MMA, <g<p. H 1/p+lg= 
S X=AXB, WAGER: 
a. X fe)" #8 (LF 43 i. 
b. CX’ mX XDR E B, 完 种 的 . 
证 明细 节 可 参看 作者 的 原文 

41. 存在 某 个 半 自 反 空 间 , 它 的 强 对 人 丑 不 是 半 自 反 的 , 

设 了 是 韭 自 反 的 Banach 空间 ,和 是 Mackey 空间 (Y' mY", 
YD). M X=Y, H X ER EIET E a i EAA olY'， 
了 ) 有 界 集 都 是 范 数 有 界 的 ,于 是 ,区 是 半 自 反 的 ,而 它 的 强 对 候 不 
EF HEH. 

注 ASC ARS HRB ER ARN. 上 述 反例 表 
AW St PAs É E SS TT Se AD RR E. 

42. 一 个 非 自 反 ( 甚 至 非 半 自 反 ?的 局 部 凸 空间 , 它 的 强 对 偶 是 
自 反 的 . 

设 X EES HE Banach 空间 的 稠密 的 真子 空间 ,并 在 色 
上 下 相对 范 数 拓扑 , 则 天 ' 是 白 反 空 间 , 而 六 并 不 半 白 反 . 
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43. 存在 某 个 桶 空间 ., 它 不 是 Montel 空间 

fi PC HE Banach 空间 好 然 是 情 空间 .但 它 不 是 Montel 空 
F AY Montel 赋 范 空间 必 是 局 部 紧 的 ,从 而 臣 有 限 维 的 . 

44. 存在 某 个 Frechét 空间 . 它 不 是 Schwartz 空间 . 

te X N-- FOS HE Banach 空间 . 例 43 已 经 指出 ,不 是 
Montel 空间 . T3., X 是 Frechet 4/8). H Fréchei-Schwartz 空 闻 必 
是 Montel = fa). p X AE Schwariz 空间 . 

45. 存在 某 个 Schwart: 空间 , 它 不 是 Montel € ja. 

没 XX 为 一 无 穷 维 线性 空间 ,其 代数 对 偶 为 X" SY. AEX, 
oX. X7 DÆ Schwartz 空间 . 为 此 ,我们 只 要 证 明 它 满足 引言 中 定 
E 10 的 条 件 (s) 即 可 .首先 ,X 的 每 个 有 界 半 集 在 (Y* oY" ,YY)) 
中 是 相对 紧 的 ,从 而 它 在 天 中 是 件 有 界 的 . 此 次 , 令 

U = {rr Se, laksa} 
Æ X Poo ANAR oe EB RE TT AY A AB De to Casi) E 
PR PEAK. RS OM 是 了 中 的 由 ye C1 hn) SK a ES BN 
是 M 的 代数 相 补 子 空间 , ie heide N 的 一 个 Hamel 基 . 我 们 选取 
出 现在 定型 10 KRG AV KU HRE 4 如 下 : 
A 二 nH 
| ra el Erh}, 
显然 , 集 4 不 依赖 于 a, 并 且 4 是 有 界 的 , 国 为 如 果 


y= Dn 十 Diz, EY, 


a 


WE 
ryp Sel >) > + >) til. 


im fel 


MFE M 的 Harnel H! E | En: An? „fE kEi Ay ， (Pasa? 
=0,F (towel. MR- «ee Ss 


u = ERAEN 


=l 


MLE |s yet | = | iry | Ree) 一 90, 故 uE A MIA 
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CE — He Ve) = Cred? — (fay) = Oe 
Mw 一 uw 万 ot, 于 是 
ica + A. 

丙 此 , 据 定 理 10, (X 0 X,Y) ) E Schwartz 空间 . 另 一 方面 ,由 例 
21 可 知 , 人 ct) 不 是 桶 空间 ,从 而 也 不 是 Montel 空间 . 

46. 不 可 分 的 Montel = i]. 

KX 为 -- 切 至 密 有 dd> 臣 昌 个 非 零 坐标 的 序列 所 组 成 的 线 
性 空间 ,并 在 XX 上 取 最 强 的 局 部 凸 拓扑 , 则 芝 是 一 个 桶 空间 , 且 六 
前 每 个 有 界 于 集 都 包含 于 某 个 有 限 锥 线性 于 空间 内 ,因而 它 是 相 
dt A. AEX 为 一 Montel + f]. {A X MRAR i. 

47. 自 反 的 非 Montel 空间 . 

易 证 明 ,Montel 宅 回 必定 是 百 反 的 .得 是 , 自 反 空间 未 必 是 
Montel 空间 . 讽 如 , 设 半 为 一 无 穷 维 白 反 Banach lal. WX AE 
Montel 空间 . 

48. 不 完备 的 Montel 空间 . 

Kömura! to 给 出 了 一 个 具有 在 所 需 性 质 的 空间 ,读者 可 参看 作者 
的 原文 . 

注 如 所 周知 ,和 丘 皮 的 赋 范 空间 -- 定 是 完备 的 , 因 Monte 空 
下放 故 上 述 反 例 也 说 明了 对 于 局 部 西 空间 而 言 , 自 反 空 间 

必 星 完备 的 . 

49. 存在 某 个 自 反 室 间 的 闭 子 空间 , 它 不 是 自 反 的 . 

如 所 周知 , 自 反 Banach 空间 的 闭 子 空间 一 定 是 自 泊 的 . 但 是 ， 
对 于 一 般 的 局 部 凸 空间 测 言 ,这 一 命题 并 不 成 立 , 例如 ,考虑 便 28 
中 的 局 部 止 空间 


X = gu P op, 
则 
X == wp) go, 
因 Moniel = fa] A fa AE AE AE Montel as fe]. a X' HE Montel 
ae ta]. AA BBE A. HAE XB il 
H = (C4, — a) |< € gu [] we = p 


PE ARH. 

注 可 以 证 明 , 自 反 室 间 之 积 是 身 反 的 : 自 反 空 间 的 直接 和 及 
严格 归纳 极限 是 自 反 的 . 上述 反例 说 明 丁 自 反 空间 的 子 空间 未 必 
AR. 艾 , 自 反 空 间 的 商 空 间 也 末 必 自 反 。. 

50. 存在 某 个 Mackey 空间 的 闭 子 空间 , 它 不 是 Mackey 空间 . 

可 以 证 明 , Mackey 空间 的 完 完备 化 空间 是 Mackey 空间 ; 
Mackey 空间 之 积 是 Mackey 空间 ; Mackey 空间 的 商 空间 是 
Mackey 空间 ;Mackey 空间 的 直接 和 是 Mackey 空间 ;Mackey 空 
间 的 线性 开 连 续 像 是 Mackey 空间 ,因而 Mackey 空间 的 线性 同 胚 
像 是 Mackey 空间 . 然而 ,Mackey 空间 的 闭 子 空间 未 必 是 Mackey 
空间 . 事实 上 ,为 使 线性 拓扑 空间 和 是 局 部 凸 的 , 当 且 弘 当 导线 性 
同 坚 于 一 族 赋 半 范 空间 之 积 的 闭 子 空间 (参看 [89]). ARE ES 
间 是 Mackey 空间 ,其 积 仍 是 Mackey 空间 ,而 局 部 凸 空间 未 必 蚌 
Mackey 空间 ,由 此 可 知 ,Mackey 空间 的 闭 子 空间 未 必 是 Mackey 
空间 ， 

51. 存在 某 个 (CDF) 空 间 的 闭 子 空间 , 它 不 是 (DT) 空 间 . 

WX BSR RR EA BR zx= {z) 所 组 成 的 线性 
空间 ,使 对 每 一 xE 六 ,有 i 

Px) Co Sal? fay, <toa, 


iat 


这 里 

ay fas tn, 

oy Ve, Pon, 
在 世上 取出 半 范 数 序 列 { 广 } 生 成 的 拓扑 , 则 和 为 一 局 部 凸 的 
Fréchet-Montel 空间 . X 的 对 偶 空 间 X' 恒 等 于 一 切 这 样 的 二 重 数 
列 & 二 {wj} 所 组 成 的 线性 空间 :存在 某 个 实数 c 汪 0, 使 对 一 切 i 
nE NA 


EA < cay”. 
《 典 则 驱 线 性 活 函 是 (ra) laze) = Diru). 于 是 ,对 每 一 x€ 
站 ,就 确定 了 可 各 序列 {ry1G, 站 ENXN}. T ER HERR ST aR 
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每 am iay CA BR 


则 


Darul < 之 > lai) 过 十 oo, 

ere 并且 了 是 和 到 六 的 一 个 稠密 子 空间 上 的 线性 连续 暴 
射 . 于是, 对偶 映射 本 里 每 个 元 yE A 到 元 1"yEX', 因 所 有 由 TY 
折 组 成 的 于 空间 在 XP A SSA. AR T Ea 关内 的 一 个 一 对 
一 的 弱 连 续 的 线性 映射 , 它 具 有 弱 闭 的 们 域 . ET Æ XE 
的 拓 盾 同 胚 映射 (参看 [146],p. 160), 于 是 ,六 /I SERS 
其 中 


H = ix € XįTe = 0}. 

FQ XAH ERANS. AX 2 Montel 4 fa, i X 
中 每 个 有 和 界 闭 集 B 是 紧 的 ,从 而 QB) 也 是 紧 的 . 另 一 方面 ,在 
XA 玉宇 中 存在 非 紧 的 且 界 集 , 因 而 /Ii 中 并 非 每 个 有 界 集 包含 
HAR EMBO HMA AS. 由 此 可 知 ,团子 空间 M =T 
ERM © 拓扑 严格 强 于 拓扑 8CX' ,XY) ,这 里 区 是 号 /8 的 一 切 
相对 紧 子 集 所 组 成 的 集 族 . 内 此 ,好 关于 这 个 拓扑 就 不 尾 拟 桶 空 
间 . 国 局 部 凸 的 Fréchet s pa] a9 58 xt (8 E CDF) 33 (a). ae CX’ BCX’, 
XO) de (DF) 33 [a]. Aa 4} (DF) 38 fe) os ED HS m M 是 可 分 
的 , 玻 闭 子 空间 M 不 是 (DF) 空 间 . 

52, 一 个 具有 性 质 (c) 的 Mackey 空间 , 它 的 一 个 稠密 的 有 限 
mE TS AA Mackey 空间 . 

Levin 和 Saxon "FHA T F AA 

定理 ik MÆ Mackey 空间 X 中 具有 可 数 余 维 的 线性 子 空 
问 , 则 下 列 两 个 条 件 之 -都 使 好 取 相 对 拓扑 时 是 Mackey 空间 :; 

aM EX WASTSMA X BAP). 

b. M 在 三 中 稠密 日 M BL 4>,X BAPE CO, 

(UAL. — SG ER Co) BY Mackey 2518], Ad BR a GP 
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维 了 空间 未 必 是 Mackey 空间 . Pli. ik X & tE Ww Be 
Banach 空间 ,使 J) 在 XYP H RHEN DREJ Æ X AAAY 
H iA BR BY SR L20 D. FOOTE XX" 中 是 X" X ORE. 因 
EFODO X PE mm OX" XB). OOE mth mX), 
XOZ TAA MAHR th a XTA. 因此 ,两 个 拓 
扑 必 定 不 同 . FE OOR th OB AE Mackey 空间 . 另 … 方 
HX 是 Mackey FH HERA EEC). 


StH ”线性 拓扑 空间 中 的 基 


引言 
本 章 给 出 线性 括 扑 室 间 中 的 某 的 例子 , 先 给 出 一 些 基 本 概念 


和 性 质 . 
设 x 是 赋 范 线性 空间 ETE MN pA 1,2 ge 若 


| Sor, — x || +0 (noe), 
E 


则 称 级 数 3) xz 收 敏 于 zx, 记 作 
xo Sta. 


赋 范 线性 空间 中 的 级 数 > ”xz He Be «EA 
数 的 项 在 任意 相间 交换 次 序 后 仍旧 是 扫 伍 的 ,也 就 是 说, 每 个 改换 
排列 的 级 数 SD) x IRRA. 

定理 1 i X E Banach Si). BH yz TE X PUR, I 
FFU LS th 

a. pare FETE PPA AY. 

b. 对 每 一 递增 的 自然 数 序列 {a} ,级 数 x 在 XX PERAI 
EPG. 

c 对 每 一 有 界 数 人 说 {@) Daur, FE X PUL eB Pe, 

赋 范 线性 空间 中 的 级 数 Sa 称 做 绝对 收 雍 的 ,是 指数 项 级 数 
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$) a l tee 
EXA ERIE EA (RX E, E 
LEX GEE AIR a) ,使 


r= Yaz, (1> 


PRS CL AC aE RE TE X 的 拓扑 意义 下 的 . 
设 lz} 是 线性 拓扑 空间 六 的 基 , 则 出 等 式 


Silt) =a, [z= Dyan ex] 


WAS ARETE PI ARRETE n 的 坐标 泛 函 序 列 或 系数 
BRR. DA, Yj 时 ,六 (zi 一 1 而 当头 7 时 ,六 Cr 一 0. 我 
们 称 (2, } Sth} H RAZEN. 于 是 , 若 {r,} 是 线性 拓扑 空间 区 
的 基 , 且 {/,} 是 相应 于 基 {x。} 的 谷 标 泛 函 序列 , 则 对 每 一 x€ ,有 
唯一 表达 式 


SIA), 

车 每 个 坐标 泛 函 f(xn 二 1,2， .…) 都 是 连续 的 ， 期 FOX , WERT 
Hi X 14 Schauder 基 . 

eX AY RH ESE]. Co OX. SF Ez CX HES IGS 
oX XOR SP AR AT ME — FR 

z= Sow, 

RIIE xh. BR Ca} X AK BRE. AUB ARS mR a, =F, Co) ap o (X, 
和 ) 连 续 的 ， 就 称 (zc,} PA X KIS Schauder $Œ. 仿 此 ,在 对 偶 空 间 XX/ 
He ay SIH * BEAN Schauder HAY HES. 


赋 范 线性 空间 X 的 基 {x,; 称 做 有 界 完全 的 ,如 果 对 任 一 实数 
序列 {a} ,从 


Sup | Sax, | loo 
" i=] 


能 推出 级 数 Dat, 收敛 . HE (oc, RRR ERA EX., 
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ay 


PED = supi fa) jx © Span {Ey ar. sr jo 
Jal] <1) On om), 
RRIDARPESS eX AR RRR. REBAR TS 
Rats apt 
| Sec, | < I Sez | 


恒 成 立 . 
赋 范 线性 空间 X 的 基 {z,} 称 傣 无 条 件 基 ,如 果 对 每 个 eX. 


级 数 DSa 是 无 条 件 收 伍 的 . 非 无 条 件 基 即 条 件 基 的 含义 是 


NS ig. 
赋 范 线性 空间 XC 的 基 {zr.) 称 做 正规 化 的 ,如 果 || = 1 = 
12,0), PETERT I = A | S i=, 


ir.) 与 4) 是 线性 拓扑 空间 天 中 的 两 个 基 . BR eb A yt 
是 等 价 的 ,如 果 下 列 条 件 成 立 : 


(lab | San, Wea) = [iel > ay Bea}. 


涉及 有 关 反 例 的 其 它 基 的 定义 和 性 质 .我 们 将 在 相应 的 反例 
中 给 出 ,关于 基 的 更 多 的 材料 以 及 上- 述 命 题 的 让 明 , 可 参看 [156]. 


1. 没有 基 的 可 分 Banach 空间 . 

容易 证 明 , 如 果 Banach Fij X BAL. AKA X 必定 可 分 .但 及 
过 来 是 否 成 立 ? 即 有 所 谓 基 问题 :每 个 可 分 Banach 空间 多 是 否 一 
定 有 基 ? 

A Banach 于 1932 竺 提出 基 问 题 以 后 ,很 多 人 为 解决 这 一 问 
题 作 了 努力 . 由 于 常见 的 可 分 Banach 空间 都 找到 了 基 , 因 而 人 们 
曾 尖 为 晨 问 题 的 回答 是 肯定 的 ,但 为 此 而 作 的 努力 都 失败 了 :加 
之 ;有 的 可 分 Banach 空间 壕 未 找到 基 FE A TA FE 
FLAY) el AE ee BY. 


+ 727 0 


1973 年 ,瑞典 数学 家 Enflo Faw Y — 7 A BH Sp AA E 
的 Banach 23 fa] . A m Be fa] By lal E oe. 
2. 一 个 有 基 的 Banach 空间 ,其 对 偶 空间 没有 基 . 
考虑 Banach 空间 X=/',3¢4 
en = Cet Gel Oye), 
则 序列 ie,} 是 XE 事实 上 ,对 二 1 人 1EX, 者 有 


le- Peli = D iio wre, 
i=] feae l 


故 r= 2D) Ge, 显然 ,这 个 表示 法 是 唯一 的 ,因此 {e.} 是 X 的 基 . 然 
而 , 因 对 偶 空 间 X= EAN TY Sy aX RA E. 

i Johnson 和 Rosenthal’ GEA] T : # X'S Banach % [al X 
的 对 侦 空 间 , 且 XX ae aE. X oR A SE. 上 述 反 例 说 明了 这 个 命 
题 之 道 并 不 上 成立 ， 

3. 有 基 而 没有 无 条 件 基 的 Banach 空间 . 

考虑 由 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 取 上 确 界 范 数 所 组 成 的 
Banach 空间 X=C[0,1] M X AB. Xx ROAD X A E. 
如 果 Banach 空间 X A RAE n AAs RR RE 
Bil RX" FESS FEY SE EE X -AEREA 
AUR AT X AN 8] $8 A AAR a. 

4. 具有 唯一 无 条 件 基 的 无 穷 维 Banach 空间 . 

Pelezynski 和 Singer *-4§ 44. # Banach 空间 X 47 (EE, My 
X 就 有 不 可 数 多 个 不 等 价 的 正规 化 的 条 件 基 . 因此 ,关于 Banach 
空间 的 条 任 基 ,或 者 没有 ,成 者 就 有 不 可 数 个 . Hennefeld! lg Hy, 
如 果 Banach 空间 X AAT RS Oh TEL REE BA X 
就 有 不 可 数 个 不 等 价 的 正规 化 的 无 条 件 基 . 因此 ,对 于 Banach 空 
间 的 万 茶 件 基 , 就 有 下 列 三 种 可 能 情况 ;没有 , 仅 有 一 个 ,有 不 可 数 
个 . 

Lorcht-“-46 ih Banach 空间 关中 每 个 正规 化 的 无 条 件 基 都 等 . 
价 于 下 中 的 单位 向 量 基 (ee .Lindenstrauss 和 Pelezynskii! 48 E, 
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Banach 空间 cn. AY P AI BET IE RAE A RE SOF ea A 
L orf ey Be fie i) gee few}. 由 此 可 见 ,Banach 空间 cod! 或 点 公有 唯 
一 的 无 条 件 基 (在 等 价 的 意义 下 ).Lindenstrauss 和 Zippin y iH 
一 步 指出 ;如 凡 Banach 空间 革 有 唯一 的 无 条 件 基 (在 等 价 的 意义 
hy: 孝 么 六 必定 线性 同 腺 于 空间 csi 或 六 中 的 一 个 .因此 ,在 线 
EEEF. A AAA Banach 空间 cnd ae 2? AEH AR 
件 基 ， 

关 才 这 些 缚 论 的 证 明 , 可 参看 相应 的 参考 文献 . 

5. 一 个 Banach 空间 前 无 条 件 基 , 它 不 是 有 界 完全 的 . 

Banach 空间 cs 中 的 单位 向 量 基 1e,} 是 无 条 件 基 . 因 对 数列 
a={atl(@q=li=l.2. O R.A 


a 
sup || See 一 1 


Ti Nae) Ee 由 并 不 收 敏 , 故 {o) 不 是 有 办 完全 的 . 


6. 一 个 Banach 空间 的 无 条 件 基 , 它 不 是 收缩 的 . 

Banach 空间 六 的 单位 向量 基 1e,)} 蚌 无 条 件 基 . 取 上 = (1,1， 
DE UY SE Sen M 

fle.) = Ser) = A0 (rem), 

JAD He. ien A> E e Sa A 

7.— Banach FANTE. CREAM KARE. 

iier E Banach 空间 X (3. iA.) 星相 应 的 系数 泛 函 序列 ， 
Lr PER X EBRE RI- zx EX, 级 数 > 六 (zz 是 
绝对 收 伍 的 . 

Banach 室 间 中 的 无 条 件 基 未 必 是 绝对 收 敏 基 . 例如 ,证 筷 一 六 
Ch poe) WM XS FR AY BE LY [at BE fe, | FEE EE. E Le, KE 
绝对 收 敏 基 , SESE RA Ee AY RRE EP fe, 取 
T= PP} EP <p <p), W 


| > Lael = ial <tos, 
i=] em] 
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Be SDF cede We Ha 


Dy I Adel] = Died = Di 
> a 
= (1 — pf pyar er? — 1) +4 can > 0), 
AE, {e.} 不 是 绝对 收 仇 基 。. 
8. — $ Banach 空间 的 基 , 它 不 是 正规 基 . 
考虑 例 3 中 定义 的 Banach 空间 义 ==C[0,1], 则 序列 
raD = 1 ,rlt) 一 上 上， 
Ost & [CE — 23/2411, o8/2k 7, 
L = (22 — 1)/2**', 
Tayr) = 4 BPE E [C27 一 27724 (2 一 1 fee 
Bee © [C2 一 1772 1,2/2], 
(f= 1,2,2; k = 061,250") 
为 CL0,1] 的 基 , 且 系数 泛 函 为 
ful I=ro0 ff Cei—2xtl)—2xt0), 
Fok Ca Sx (C 2b DD a 2°) /2— eb fo) /2, 
KEP cE C(O. i= 1,2: 252=0,1,2.0°. AW || fo | =i. 
| fe | == 2G = 1,200) Be oe, | ARE BE. 
9.—-} Banach 空间 的 基 , 它 不 是 单调 基 . 
考虑 Banach 空间 X=-CLO.1] ,并 令 
TA n= 2 E [0,1]. 
我 们 可 以 选取 {x,} 的 一 个 无 穷 子 列 {x,}, 它 是 贸 的 一 个 基 序 列 ， 
RP zn, hispan {xz} 的 基 . 可 以 证 明 ,span ir, } 没 有 单调 基 . 证 明细 
节 可 参看 [156],pp. 241 ~ 248. 
10. 一 个 Banach 空间 的 次 对 称 基 , 它 不 是 对 称 基 . 
Banach 7 [a] X 的 基 {zo 们 称 做 对 称 基 ,如 果 对 自然 数 的 任意 
一 个 重 排 ty Cac Ly) BOF (a 


Se WE St RK ED SC SR EE. 

Banach 空间 X PAY AB ie re PR Rt EE OR a E 
Ke SAP BE. TT H RB BRA in kaas Ca SE 
{tute 1 

Singer GE ART Xo PR BEAD FE OT KL. 然而 ,次 对 称 基 不 必 
是 对 称 基 ,. 下 面 的 例子 属于 Garling! |. 

RY 是 一 切 这 样 的 数列 yo Cay says) EA DEAS Ek PE SH] AE 


hy = sup >) lan 7 iE eT 4 oo, 


这 里 上 确 界 是 对 一切 递增 的 自然 数 序列 14x) 注 来 取 的 .不 难 证 明 ， 
CY, [ie DAE +P Banach Æ f, m H Æ tzm E A eha EY, 
lel a — AK tE E. 

Be UE erhi AE CY» 小 | 的 对 称 基 .事实 上 ,对 每 一 国定 的 
Ay ERR yP = 1,27 bP 0, Oe) ay ae = Ch, 
CR-1) Te 10,05 PS HE aft 

iy” | = yn 


rai 


r 


| | -Pesat HaTi, 


sup ff y” il =} oo,sup 2? i tec. (al ei RE Y 的 对 
PÆ- 

11. 有 基 而 没有 次 对 称 基 的 Banach 空间 . 

Banach 空间 LLI] ZPE H peo Rk HERAK 
对 称 基 { 和 参看 [156],p.563)， 

12. 一 个 赋 范 线性 空间 的 基 , 它 不 是 Schauder Æ. 

容易 证 明 ,Banach 空间 中 的 基 与 Schauder 基 彼 此 是 等 价 的 ， 
然而 ,不 完备 赋 范 线性 空间 中 的 基 不 必 是 Schauder 基 , 反 例如 下 : 

在 线性 空间 pRO EREA 

«|| = sup |6, l, 

其 中 rig Epp ell OA -A TE RAR E 2 a. 4 
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TI = Eda = E Fe nA = 2,3. 


则 


ear sl (neeo), 


Bp 


t*r; (n>a), 
i a>r OF éSt 今 
a = 一 ea a= Oboe yt an SAna 
点 
则 
era 一 CROPES, + Cassa, DO.) 十 Cos Oa BO. ) 
aol 
pote ob Ca Deepa sr Oye) 
== imal 2 a/r Da) 
= Sus pt0 Oo 
Tt = D aeri 
f=] 
的 形式 . ASME EBH RB a BPR r OE — ERY. BO EAE 
r= SI Bites 
kod 
则 


> Bete = SHAR 8 fr yet) 


由 此 得 到 f =$ 一 CA = $ = SIRE, B= 28,40 =rb,, 因 
此 ， | 

a = Bratt sd, = Be 
即 系数 w E h e 唯一 确定 的 . 


H EER, E A atcp Il ll ) 的 一 个 基 . 
为 证 ， r,t ASE Co, [|| 1 Schauder HE, 1 ERA ARE 
中 一 六 Cr 并 不 都 是 连续 的 :其 中 
中， k=/, 
lo, kA: 
EE A 并 不 连续 ,这 是 因为 我 们 在 前 面 已 经 证 明了 rar Gr 
di fC 一 太一 1 因此 
limf Cr) 6 filr), 


fale) = 


H 不 连续 ， 
13. 一 个 Banach © Ej, CME Saas AMAR. 
没 X=/ WX Hl. XA a? XA. HA. 
fy = COs Â, BOs. 
则 AEX wa= 1.2.0. (ER fin) POX = (BJ EX BX 
HOW ER PES eR — ARTE oh . 19 Bl 
f(x) — Dea. 


FAK hr HE, Cee 1.2 yee. 即 对 任 一 二 1 EEX, Ra 
Safa) = fix). 

AACD EHR FEX 唯一 确定 的 .所 以 47 X PRR H. 

注 这 个 例子 也 说 明了 对 俏 空 间 中 的 弱 " 基 不 必 是 基 . 

14. 一 个 Banach 空间 , 它 的 对 偶 空 间 的 一 个 Schauder BAS 
P'E. 

Bessaga 和 Pelcezynski “iE HA T FË: 

定理 H X E Banach 2 lel X AYRE SS Ta) E AS 
FE. ILE RES PB span fi} =X WS} a XE DP A 
Je. AAT CF.) X AY Schauder #. 

我 们 自然 要 提出 问题 :这 个 定理 之 道 是 否 成 立 ? 即 X' 的 每 个 
Schauder #6 ft Fuh WX 55° BEY 

Singer!" 指出 ,这 个 问题 的 答案 是 否定 的 ， 
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BE X— cos ey) REX 2) A Dy le at EL Dy = er hs me ea 
(a= 2.350). W (kh) CX’, Ata, X ER PEC Se 
[153 0. Mie & XW) Schauder Æ. 

2 UE A} AR Be XO SRE. ASB a) A” BY) 2B 
人 么 对 每 一 了 EX ABA PTA TR 

flay = Jahrh € X, 


这 个 弱 表 村 式 不 是 唯一 的 ,因为 我 们 有 Dkk) = e, (x), MW 


Dake) = 0,r € X. 
f=] 


15. — Banach 空间 , 它 的 对 偶 空 间 的 一 个 弱 * 基 不 是 弱 * 
Schauder 基 . 
BX Sco, le FE X=L 的 单位 向 恒基 , 今 
Ne f= (1 e te ne Peder, 《1》 
可 以 证 明 , {f,} 是 这 在 范 数 拓 扑 下 的 蚌 . 于 是 ,由 X' 的 完备 
性 可 知 ,{f,} 是 XR Schauder dk. 事实 上 , 设 1@} 二 XX" 是 XX' 的 基 
{en} FIZ Pa PF] ,并 令 


re (2) 


E, = Get = Zagat, 


WU An} Si ary) ENE XA, AAT 


| (f= D+ AGBO FE XD, 


Mas = la+ Ne rek, 
?二 1 


ars 


+ Se Alc ie, + J 


一 
一 See, + F >) 《一 Digt) Je; wh eX, 
了 一】 sant) 
n= ] 2 


由 于 f= Sa he, ,因而 
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> BDI Z+ wf EX Ir. 


于 是 对 : 于 任 给 的 E>0 及 /EX', 存 在 自然 数 nole fF Bn 
时 就 有 


| Van, 一 -Dope | e 
因此 ， 对 任意 SEX’ ,都 有 
f= Dri, 


FRA a XE. 
Shur} XAG HE. SS LRT ERE 了 EX ,者 


f= Sas, 
因此 ;对 每 一 /EXY AR RER 
fir) = Dn eX, 


pol 


容易 证 明 ,这 个 表达 式 是 唯一 的 . SE RE TAA e) tT 
Mafia) = 08 EX, (3) 


设 {6} 是 Xe 的 单位 向 量 基 ， EE r=6,(n=1,2,0°), M C1) 
得 到 

fb) = (— 10'S) = 8 Or = 2 = 112d. 
FE). R 6, =l, 2e), E 


Sc 1)", == 0,0, = ae Sa Se SS th 


所 只 mw 一 Da 一 1:2…) BUE, CF) dE 2X 1 Sg” SE. 
BG FRAT WEAR A AN AEX BY 59" Schauder HE. 为 此 ,我 们 用 
H {Eh X Bl XA BY BR SY. C2 EX), Be, 不 是 
B EET. Mam Sb RE X'S * Schauder 基 . 
这 个 例子 属于 Singer". 
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16. 一 个 研 范 线性 空间 中 的 弱 Schauder H.C PR BE. 

i X ER Banach 空间 ce MRE SSM. CMRI BA 
数 的 实数 序列 所 组 成 ,并 在 世上 采用 (的 范 数 . 显然 ,< 和 其 的 对 
BZES 2. 又 容易 看 出 ,单位 向 址 序列 {e 是 的 弱 Schauder 
Æ. RM r= C1 LL EX ER T en) FRG BG TD TK ae A DY 
线性 空间 . 因此 , {ec} 不 是 下 的 基 . 

17. FRET SAH CHB SANS. 

对 r= ib Eps RY, S ff x || = sup | £, 1, W Cp, 上 :上 3 是 
Banach 空谷 cy 的 一 个 笛 密 子 空间 . 设 

Ei S eE, RO 2,3,06, 


BW (sey) Eo ORDERA 12), 但 它 不 是 co 的 基 . 事实 
上 , 取 = (E) E 6o, 此 时 不 存在 数列 {x,) ,使 


a 
r= > HX,» 
a=] 


这 是 因为 


my _ 
>) are 一 CO sf Zee ain eed, 
业 l t= | 


如 果 rz= im Dla, 那么 将 有 
nm L 


2 = jla S a Son a g S o o d, 
这 当然 是 不 可 能 的 . BIE, (2 HE c A. 

注  Krein-Milman-Rutman 定理 是 说 , 若 Banach 空间 并 具有 
EX GS PE EM PET X WR. BX Oe 
间 的 茶 不 必 是 X 的 基 ( 例 17), 

18. 序列 {x4}, 它 是 Banach $ ÈX., lle], SCY. [ell > 3 的 
基 , 但 不 是 (my el = elle 十 中 路; OR. 

wA=L.Y,=2,M X 4 Y, 部 是 内 有 基 的 Banech 空间 . 设 
fou) Diy HE X BY. PAY RG SESE AB x, =, eln], 
a) OM BH NARA ASA POR. 因 
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AX 5Y, SEIS HE OT 4) Ranach 空间 ,所 以 它们 的 Hamel 基 的 
ity HSS (BBLS). TA Zorn 引 理 ,存在 由 说 到 关上 的 一 
对 一 的 线性 映射 荆 , 使 对 每 一 4 ,Ty 一 zz. 设 了 一 区 ,对 每 一 7 二 人 6) 
EY 了 .存在 唯一 的 y= EY 与 之 对 应 ,我们 在 了 上 赋予 范 数 


lætr Din 


WY. | :| 显然 为 一 Banach 空间 , AAT Eh YAY FA 
对 一 的 线性 映射 ,而 1 各) E You 的 基 , 所 以 (tr 是 了 的 基 , 因此 ， 
{or} BEE CK. etl Ao aE. CY, + |] AO. FERRE M.D u 
可 表 为 下 列 形 式 : 


u = Ar for tA, 
H 
lulls = X A s <>) AL= Malle. 


HET Mp aS BR AE CY, |] RB Cauchy F 
WBA a CX, dei PAY Cauchy 序列 ,任职 cE X, A x 可 
HE — dH Fe 


z= SJ Aa» 
ik Bt SAE TE EM |i ly 意义 下 取 的 . 因为 这 个 级 数 的 部 分 
Ala M 中 的 Cauchy 序列 ,所 以 它 在 范 数目: x SFR ER 
个 元 y. 当然 ,= My RAG. BK ER PE 及 ,对 应 
的 3» 都 与 x 柜 等 ,那么 由 闭 图 像 定理 可 知 , 范 数 上 "i Sede 将 
是 等 价 的 ,从 而 六 与 上 是 线性 同 胚 的 . 因而, 它们 或 者 都 是 自 反 

的 ,或 者 都 不 是 白 反 的 .这 显然 是 荒 课 的 ， 
FRE 天 ,使 对 应 的 ?与 = 不 相等 ,于 是 ,对 任何 数列 14) ,级 


数 An 不 可 能 在 范 数 Ula 十 llr Z FERF <, 即 fs) 不 是 


去 门 工 的 基 . 
这 个 问题 是 由 ilanskyl24I 提 出 并 由 Prycel5 解答 的 ， 
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19. 不 具有 KMR 性 质 的 局部 凸 空间 . 

我 们 称 上 其 有 基 (Sehauder 基 ;) 的 拓扑 线性 空间 站 具有 KMR 
性 质 ,是 指 X 的 每 个 稠密 线性 子 空间 有 X 的 基 CSchauder 基 ). 

每 个 具有 基 的 Banach 空间 都 有 KMR 性 质 . 然而 ,对 于 局 部 
凸 的 线性 拓扑 空间 ,一 般 不 具有 KMR FEAR. Singer! 有 例如 下 : 

设 X & Banach 空间 cos CX! ,slX', 固 )) 为 一 局 部 晤 的 线性 
拓扑 空间 . AHO AA Bet X=, 的 单位 向 
量 基 {0} 而 言 ,有 /tr 一 上 ; 故 {f,) 是 X' 的 给 * Schauder 4. 1 G 
是 六 中 的 oC CX! ,XX) 秽 密 的 范 闭 线性 子 空间 ,使 得 x(G) 一 0, 这 里 ， 
rO ÈE G 的 单位 球 1AEC | fl <1) de KEY r BRL SEX’ | 
lf ll <r} tR 黎 密 的 最 大 正 数 (这 种 于 空间 是 存在 的 ,参看 
L521]). 

REDE (z 不 含有 X 的 弱 ` Schauder 基 ,事实 上 ,假若 {1g,} CG 是 
X #4) 95 “Schauder 基 , 那 么 据 [521 定 理 lor (spantg, 0. HF 
H Hispan (g, CC A A r(G)=0 HERI rGpanig, D&G) =6, Bil 

r(spanég,}) — 0, 


EF EH. 

20. 一 个 Fréchet 3 i}, €A — iI Schauder 基 不 是 Schauder 
E. 

对 于 Banach 38 fal im ai g Schauder 基 与 Schauder 基 是 等 价 
的 (参看 [156]). Stiles!" 指出 , 对 于 Fréchet 空间 而 言 ; SF 
Schauder 基 不 必 是 Schauder 基 . 先 证 明 下 面 的 

SIL X EARRA AA Fréchet 空间 ( 即 X AG 
界 的 "点 邻 域 ), 则 对 某 个 PE COWL) X SE Po) 一 个 商 空 间 ， 

WEAR 因 XX 是 局 部 有 和 界 的 Frechet 空间 , 故 对 某 个 pe co, 
1 可 在 和 上 定义 声 齐 次 范 数 由 | BY ex |l,=lal* i «|| (ae 
[139]. RA X WS}. ATE X 中 存在 可 数 点 列 {z.) , 它 在 单位 球面 

Se= {rE X| azli 1} 

中 稠密 , 设 {e,} 是 1* 的 单位 向 景 基 , 令 
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Te = Lj, 
RAET APM IEA (0, KRIET S] span te) E. 由 于 
Te Ske |< DY np ll 


k=l 


a i D Ae | py 
上 由 二 ] 


故 了 是 连续 的 ,从 而 可 把 了 连续 扩张 到 整个 空间 关上 , 兹 证 了 是 
EIXE- TAN AER rcs, MEY PRE-TA 
AER SEA zo,y 使 了 x, 二 x, 则 人 了 是 一 个 满 射 .由 此 可 知 , 芭 
同和 愧 于 的 一 个 商 空 间 . 

推论 ”对 每 -- POLAD DAE gip), 2 j e g O, 
1 部 同 构 于 的 一 个 商 空间 . 

TEAR 这 可 由 引 理 1 的 证 明 直 接 推 知 , 头 为 当 0<p 所 gag 之 1 
时 、 


RTE Saved es SAS OS ALI, 
t =1 4 一 1 E l 
m g1 时 ， 
I TJ ken l D jal a O Ao, 
$=] Ao t=1 


引 理 2 RE — pOpale 和 包 合 一 个 闭 的 真子 空间 站, 使 
上 的 任 一 连续 线性 活 函 了 若 了 在 并 二 为 老 , 则 它 在 上 亦 为 
=. 

证 明 RX rX 同 构 于 77L0,1]( 引 理 1 的 推论 ). 由 于 
ZL*[90,1] 上 不 存在 非 零 连续 线性 泛 函 ,因而 不 存在 /上 的 非 零 连 
SER TE PETE X EAE. 

ELEM BH p< p<ll).f @A--P 3 Schauder 基 , 它 不 是 
Schauder 基 . HSE EW X (RPI ANF Loi BR X BE 
BR) tal 83 2s [a]. A. 4 Krein-Milman-Rutman M, A HES, )， 
KHAECXM=1,2,°0. AX EY HAAS eX 
(n= 152.0) BY AL. [b BSE LP YE. PL (hE 的 弱 
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Schauder 基 . 

0 Shapiro!" 1974 年 引入 了 一 类 非 局 部 上 同 的 Fréchet 4 
间 ,其 中 存在 不 是 基 的 弱 基 . 

Drewnowskif 于 1977 年 进一步 指出 ,各 X 是 非 局 部 目的 
Fréchet = W], H X 有 弱 基 , 则 关中 必定 存在 不 是 基 的 境 基 . 
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